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INTRODUCTION 


{. Objet de la mécanique rationnelle. La mécanique rationnelle, 
ou théorique, est une science qui étudie le mouvement de la matière 
sous sa forme la plus simple, une science qui traite des'lois générales 
régissant le mouvement mécanique et l’état d'équilibre des corps 
ou des parties de corps matériels. 

Les classiques du marxisme-léninisme ont donné des définitions 
exhaustives de la matière et du mouvement. « La matière est une 
catégorie philosophique servant à désigner la réalité objective 
donnée à l’homme dans ses sensations qui la copient, la photogra- 
phient, la reflètent, et qui existe indépendamment des sensations. » *) 
La mécanique rationnelle s'attache à étudier les corps réels, ou 
matériels, c’est-à-dire les corps qui existent hors de notre conscience 
et indépendamment de celle-ci. 

Par mouvement de la matière on entend, au sens large, tous les 
changements qui se produisent pendant les processus thermiques, 
chimiques, électromagnétiques, intra-atomiques et autres. « Le mou- 
vement, au sens le plus général, conçu comme mode d'existence de 
la matière, comme attribut inhérent à elle, embrasse tous les change- 
ments et tous les processus qui se produisent dans l'univers, du 
simple changement de lieu jusqu’à la pensée. » **) La mécanique 
rationnelle se borne à considérer la forme la plus élémentaire du 
mouvement, à savoir: le mouvement mécanique. 

Par mouvement mécanique, on entend le changement de position 
relative des corps matériels qui se produit dans le cours du temps. 
Puisque l’état d'équilibre n’est qu’un cas particulier du mouvement, 
la mécanique rationnelle se donne aussi comme objet l'étude de 
l'équilibre des corps matériels. 

En observant différents phénomènes, on remarque que toutes 
les propriétés du corps matériel sont loin d’exercer la même influen- 
ce sur le déroulement du phénomène ou sur le résultat final de celui-ci. 


*) V. I. Lénine, Œuvres, Paris-Moscou, t. 30, 1962, p. 132. 
ne, F. Engels, Dialectique de la nature, P., Editions sociales, 1952, 
Pe /9. 
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Supposons qu’on étudie la répartition des efforts exercés par une 
lourde poutre sur ses deux appuis. L'expérience montre que ces 
efforts dépendent étroitement de la disposition des appuis mais sont 
pratiquement indépendants de la flexion (quand elle est petite): 
on est donc en droit de substituer à La poutre réelle une poutre ima- 
ginaire parfaite, indéformable. Le même raisonnement, appliqué 
à d'autres phénomènes, conduit à la notion de modèle du corps: 
point matériel, charge ponctuelle et ainsi de suite. Sans ces simpli- 
fications, on aurait à surmonter des difficultés infinies, même 
dans les cas les plus simples. Il convient de se rappeler toutefois 
qu'il n’existe dans la nature ni corps solides parfaits, ni points 
matériels, ni charges ponctuelles, etc. : ce ne sont que des abstrac- 
tions utiles, introduites pour examiner la question sur le plan 
théorique et. dégager la solution par les moyens les plus faciles. 

Le présent cours à pour objet la mécanique classique, c’est-à-dire 
une mécanique fondée sur des lois connues dont les premiers énoncés 
rigoureux remontent à Galilée (1564-1642) et à Newton 
(1643-1727). Vers la fin du XIX° siècle et au début du XX"°, les 
chercheurs ont constaté que les lois de la mécanique classique cessent 
d’être applicables au mouvement des particules microscopiques et 
des corps dès que leurs vitesses deviennent proches de celle de la 
lumière. Le commencement du XX° siècle marque l'apparition de 
la mécanique relativiste, qui a pour base la théorie de la Relativité 
développée par A. Einstein (1879-1955). Cette théorie a précisé 
les limites de la validité des lois de la mécanique classique en éta- 
blissant des relations quantitatives rigoureuses entre l’espace, le 
temps, la masse et l'énergie. Cela n’a d’ailleurs nullement diminué 
la portée de la mécanique classique en tant que méthode pratique 
d'étude des mouvements des corps macroscopiques dont les vitesses 
sont faibles devant celle de la lumière : il s’agit en fait des mouve- 
ments qu'on rencontre fréquemment dans la technique. 


2. Méthodes de la mécanique rationnelle. La méthode fonda- 
mentale de cognition du monde objectif est le matérialisme dialecti- 
que. Cette méthode est pleinement applicable, en particulier, à la 
mécanique rationnelle. 

Comme les autres sciences de la nature, la mécanique rationnelle 
utilise beaucoup les abstractions. La méthode des abstractions, 
jointe à la généralisation des résultats de l'observation immédiate, 
de la production et de l’expérience, permet de dégager quelques con- 
cepts premiers qui se posent en axiomes. Tous les développements 
de la mécanique classique se déduisent de ces axiomes par voie de 
raisonnement logique et de calcul mathématique. Si l’on se rappelle 
en outre que la mécanique rationnelle s'attache principalement 
à établir des rapports quantitatifs, on comprend l'intérêt exception- 
nel de l’analyse mathématique en mécanique rationnelle. Or, l’exis- 
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tence d'un appareil mathématique développé et l’absence des tra- 
vaux pratiques dans la plupart des chapitres du cours de cette dis- 
cipline ne veulent pas dire pour autant que les concepts et les conclu- 
sions de la mécanique rationnelle se passent de toute démonstration 
expérimentale. Comme dans tous les autres domaines de la con- 
naissance, la justesse des postulats de la mécanique rationnelle est 
vérifiée en fin de compte par l'expérience et, d’une façon plus 
générale, par la pratique. « Les choses existent hors de nous. Nos 
perceptions et nos représentations en sont les images. Le contrôle 
de ces images, la distinction entre les images exactes et les images 
erronées, nous est fourni par la pratique. » *) 

C'est le cours historique du développement de la science, la 
mécanique rationnelle y comprise, qui confirme le rôle exclusif de 
l'expérience, de la pratique, pour savoir si telle ou telle hypothèse 
ou théorie est vraie ou fausse. En effet, les savants de la Renaissance, 
n'ayant pour toute arme que l'expérience matérielle, réussirent 
toutefois à réfuter bon nombre de concepts erronés imposés en 
mécanique et en astronomie par l'autorité d'Aristote ou de 
Ptolémée, pour dégager finalement la voie de la vraie science 
malgré les obstacles de l’église ; seule l’expérience permit de détermi- 
ner le domaine de validité de la mécanique classique. 


3. Petit historique. Intimement liée à la pratique des hommes, la mécani- 
que rationnelle eut tôt fait de devenir une science à part entière. Bien que les 
premiers écrits scientifiques ne remontent qu'au IV* siècle avant notre ère, 
les vestiges des bâtiments antiques nous font savoir que les hommes possédaient 
les rudiments des connaissances en mécanique depuis beaucoup plus longtemps. 

La mécanique se développait d'abord principalement du côté de la statique, 
c'est-à-dire de la recherche de l'équilibre des corps matériels. Les bases scienti- 
fiques de la statique étaient jetées déjà vers le III® siècle avant notre ère, surtout 
grâce aux travaux d'Archimède,grand savant de l'antiquité (287- 212 avant 
notre ère}. Archimède a donné la solution exacte au problème d’équilibre du 
levier, a créé la notion de centre de gravité, a découvert la loi d'hydrostatique 
qui porte son nom, et ainsi de suite. 

Bien que les problèmes de mouvement des corps soient de tous temps au 
centre de l'attention des savants, les premiers pas de la cinématique et surtout 
de la dynamique, chapitre de mécanique rationnelle traitant du mouvement des 
corps sous l'angle des interactions mécaniques, ne datent que de la fin du 
XVIS — début du XVII siècles. Comme nous l'avons déjà dit, ce sont Gali 
lée et Newton qui ont joué un rôle de premier plan dans l’ établissement 
de la dynamique. La période entre Archimède et Newton, longue 
de plus de deux mille ans, peut être regardée, sur Le plan du développement de la 
mécanique rationnelle, comme le temps d’ accumulation d’un énorme volume de 
connaissances sur les différents types de mouvement mécanique (en Particulier, 
sur le mouvement des astres) et de progrès lent mais incessant du savoir mathé- 
matique. L'expérience accumulée, les progrès des mathématiques, les géniales 
découvertes des prédécesseurs de Newton: Copernic (1473-1543), 
Kepler (1571-1630), Galilée en premier lieu, les nouvelles exigences 
de l’industrie en pleine expansion, de la navigation maritime, de l’art de la 
guerre sont autant de facteurs objectifs qui amenèrent Newton à la découverte 


*) V. I. Lénine, Œuvres, t. 14, p. 111. 
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des lois fondamentales de la mécanique qui portent son nom de plein droit, 
et à la création d’un appareil mathématique (calcul différentiel et intégral) 
permettant d'appliquer ces lois générales et leurs corollaires à la résolution des 
problèmes pratiques *). 

Au XVIII® et au XIX® siècle, le développement de la mécanique ration- 
nelle se caractérise principalement par la mise au point des méthodes analytiques 
Œuler, d'Alembert, Lagrange, Jacobi, Hamilton, 
H. Poincaré) et géométriques (Poinsot). 

Les savants russes apportèrent une contribution importante au développe- 
ment de la mécanique rationnelle. Il suffit de rappeler à ce titre les noms de 
M, Ostrogradski (1801-1862, travaux en mécanique analytique), 
P. Tchébychev (1821-1894, théorie des mécanismes et des machines), 
S. Kovalevskaïa (1850-1891, problème de mouvement composé du 
solide autour d’un point fixe). Au cours de la période suivante, la plus grande 
contribution au développement de la mécanique rationnelle fut faite par 
A. Liapounov (1857-1918), surtout par ses travaux en théorie de stabilité 
du mouvement des systèmes mécaniques, par N. Joukovski (1847-1921), 
fondateur de l’aérodynamique contemporaine, ainsi que par I. Mechtcher- 
ski (1859-1935, problème de mouvement d’un point de masse variable), 
S. Tchaplyguine (1869-1942), A. Krylov (1863-1945), N. Tché- 
taïev (1902-1959) et autres. 

L'expansion rapide de l’industrie, en posant de nouveaux problèmes tech- 
niques, a donné l’impulsion au développement de certains chapitres spéciaux 
de la mécanique rationnelle qui, plus près de notre époque, allaient former des 
disciplines scientifiques à part entière: l’hydrodynamique, la mécanique des 
fluides, la théorie de l’élasticité et de la plasticité, la résistance des matériaux, 
etc. Or, dans leur méthodologie, toutes ces disciplines s'apparentent à la méca- 
nique rationnelle. Ceci est justement la raison pour laquelle la mécanique ration- 
nelle figure traditionnellement parmi les disciplines qui constituent le noyau 
de l’enseignement technique supérieur contemporain. 


4, Les grandes divisions de la mécanique rationnelle. Le cours 
de mécanique rationnelle se divise en trois grandes parties: la stati- 
que, la cinématique, la dynamique. 

La statique traite de l'équilibre des corps matériels et des moyens 
de réduire un système de forces à une forme élémentaire. 

La cinématique étudie le mouvement des corps matériels du 
point de vue géométrique, c’est-à-dire sans se soucier des causes qui 
engendrent le mouvement. 

La dynamique se propose d'étudier le mouvement des corps maté“ 
riels en liaison avec les forces qui s’exercent sur les corps. 


) En même temps et indépendamment de Newton, le calcul diffé- 
rentiel et intégral était inventé par Leibniz (1646-1716), 


PREMIÈRE PARTIE 


STATIQUE DU SOLIDE PARFAIT 


CHAPITRE PREMIER 


SYSTÈME DE FORCES CONCOURANTES 


$ 1. Eléments d’algèbre vectorielle *? 


1.1. Grandeurs scalaires et grandeurs vectorielles. Deux types 
de grandeurs se rencontrent dans tous les chapitres de la mécanique 
rationnelle: les grandeurs scalaires et les grandeurs vectorielles. 

On appelle scalaire une grandeur qui se définit complètement. 
par sa valeur numérique dans un système d’unités choisi et n'est 
liée à aucune direction dans l’espace. Par exemple, la masse et le 
volume d’un corps, la température, l'énergie sont des scalaires. 

Par contre, une grandeur vectorielle se définit non seulement par 
sa valeur numérique mais aussi par une direction et un sens dans 
l'espace. Ainsi, la force et la vitesse sont des vecteurs. 

Un vecieur est un segment de droite orienté. Tout vecteur se laisse 
définir sans ambiguité par deux points pris dans un ordre déterminé : 
le premier point est l’origine du vecteur, et le second, son extrémité. 
Le vecteur se représente graphiquement par un segment de droite: 
(fig. 1.1) dont l'extrémité est munie d’une flèche indiquant le sens 
du vecteur. La longueur du segment rapportée à une échelle de: 
représentation choisie exprime sa valeur numérique, ou module. 
La droite k£l portant le vecteur est appelée le support, la direction: 
ou la ligne d'action du vecteur. 

Dans le texte et sur les figures, les vecteurs sont désignés soit. 
par une seule lettre composée en gras (a, F), soit par deux (KL). 
Dans ce dernier cas la première lettre (X} est l’origine du vecteur 
KL, et la dernière (Z), son extrémité. Le module (valeur numérique} 
du vecteur est désigné par les mêmes lettres mais composées en 
maigre (a, F, KL). 


*) Ce paragraphe n'est qu'un bref rappel des notions connues. Pour plus 
de détails, voir N. Efimo v, Eléments de géométrie analytique, 4° éd., M., 
« Mir », 1976, ch. 7 à 10. 
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On rencontre en mécanique rationnelle des grandeurs caractéri- 
sées par des vecteurs. libres, glissants et liés (ou localisés). Si le 
vecteur est libre, son point d’ application peut être transféré en un 
point quelconque de. l’espace. Pour un vecteur glissant, le point 
d'application peut se placer en un point quelconque de sa direction. 
Enfin, le point d'application d'un vecteur lié est fixé. Les gran- 
deurs mécaniques qui s'expriment par des vecteurs de chacun des 
trois types énumérés seront caractérisées dans les chapitres appro- 
priés du présent Cours. 

Un vecteur lié se définit par six quantités indépendantes: les 
trois coordonnées de l’origine et les trois coordonnées de l’extré- 
mité. 

Un vecteur libre a se définit par trois quantités indépendantes 
x; dy @, projections du vecteur sur les axes de coordonnées carté- 

L siennes Ox, Oy, Oz. 

F Un vecteur glissant se définit par 
Co cinq quantités indépendantes. On 
sait une droite se laisse définir 
dans l’espace à l’aide de quatre cons- 
ue telles que Îles coefficients a, b, 

, 4 des équations 


ZX = 4 + P, y = 0z + q. 


On retient donc comme coordonnées 

d’un vecteur glissant lés quantités 

Fig. 11 a, Ü, p, g auxquelles vient s'ajouter 

une quantité égale au module du vec-. 

teur et affectée d’un signe positif ou 

négatif, suivant que la coordonnée imposée (par exemple, z) croît 
ou décroît dans le sens du vecteur glissant. 

Les vecteurs glissants se déterminent d’une façon différente des 
vecteurs libres. Or, l'étude des vecteurs glissants et liés se réduit 
souvent à celle des vecteurs libres; nous nous limiterons donc à étu- 
dier l’algèbre des vecteurs libres. 


1.2. Définitions fondamentales et règles d'opérations sur les 
vecteurs libres. 

1. Deux vecteurs a et b sont dits équipollents (ou égaux) s'ils ont 
même longueur (module), sont de même sens et sont portés par une 
même droite (ou par deux droites parallèles). 

L’équipollence de deux vecteurs s'écrit par analogie à l'égalité 
de deux scalaires *): 


a = b. (1.1) 


*} Numérotation des formules (figures, exemples, exercices): premier 
Chiffre, numéro du chapitre; second chiffre, numéro de la formule (figure, etc.) 
dans le chapitre. 
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2, Pour faire la somme de plusieurs vecteurs, on construit le 
deuxième vecteur à partir de l'extrémité du premier, puis Le troisiè- 
me à partir de l'extrémité du deuxième, et ainsi de suite. Reliant 
l'origine du premier vecteur à 1’extrémité du dernier, on obtient 
le vecteur représentatif de la somme géométrique des vecteurs (fig. 1.2). 


Fig. 1.3 


La somme des vecteurs s'entend toujours au sens géométrique; 
s'il y à n vecteurs à additionner, la. somme s'écrira par exemple 
n 
aa; +a+...+a,, ou bien a = à ay. (1.2) 
V— 
3. Pour retrancher un vecteur d’un autre, on fait confondre 
leurs origines et l’on trace le vecteur qui va de l'extrémité du second 
vecteur à celle du premier (fig. 1.3): 


ER ai 
= . 
_ œ 0 | ARS 


4. Pour multiplier un vecteur | 
par un scalaire À, on multiplié sn 
module par la valeur absolue de À; le Ag = SLOSR 
sens du vecteur est conservé si À >> 0 Fio, 14 x?O 
et inversé si À 0. - 

5. Le vecteur dont le module est égal à Î s'appelle vecteur unité. 
Tout vecteur a se laisse représenter sous la forme 


a — aa, (1.3) 


où a est le module de a et a° est le vecteur unité qui a la même direc- 
tion et le même sers que a. | 

6. La projection d’un vecteur sur un aïe est une grandeur scalaire 
égale au produit du module du vecteur par le cosinus de l’angle entre 
la direction positive de l’axe et la direction du vecteur (fig. 1.4): 


x = Proj ox —= € COS à. (1.4) 


Ici, a, est la projection du vecteur a sur l’axe Or. Remarquons que 
a >0si0<a<n/2;a, =0sia —=n/2; a, LOsin/2<a<n. 

7. La projection de la somme géométrique de plusieurs vecteurs 
sur un axe est égale à la somme algébrique des projections des vec- 


42 SYSTÈME DE FORCES CONCOURANTES [CH. I 


teurs à additionner sur le même axe (fig. 1.5): 
Gx — Ax À Gex À sx. 
S'il y a r vecteurs, on a 
n 
A = je Ge +. +anx = D av. (1.5) 
8. Tout vecteur se laisse représenter sous la forme 
a = ai + a,j + a,k, (1.6) 


OÙ zx, 47, @, Sont les projections du vecteur a sur les axes de coordon- 


Tzr 
Fig. 1.9 


nées cartésiennes ; à, j, k sont les vecteurs unités des axes respectiis 
Ox, Oy, Oz. 

Le module du vecteur se laisse exprimer en fonction de ses pro- 
jections par la formule 


a = V a? + a? + ai, (1.7) 


et la direction du vecteur est déterminée par les angles qu'il fait 
avec les axes: 


AR a. AS ay TS a 
cos(a, Oxr)=—*, cos(a, Oy)=—-, cos(a, Oz). (1 .8) 
9. Par produit scalaire de deux vecteurs, on entend le produit. 
de leurs modules par le cosinus de l’angle entre les directions des 
vecteurs (fig. 41.6): 
(a, b) = ab cos œ. (1.9) 


Le produit scalaire reste inchangé si l’on permute ses facteurs: 
(b, a) = (a, b). 
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Le produit scalaire peut s'exprimer en fonction des projections des 
vecteurs à multiplier sur les axes de coordonnées : 
(a, b) — ab, + a,b, + a.,b.. (1.10) 


Pour que deux vecteurs non nuls soient perpendiculaires, il faut 
et il suffit que leur produit scalaire soit égal à O. | 

Ï1 ressort de (1.9) que si a et b sont des vecteurs non nuls, «a 0, 
b Æ0,on a 


cosp—- 7, (1.11) 


ou, en exprimant le produit scalaire (a, b) et les modules a, b des 
vecteurs en fonction des projections sur Îles axes de coordonnées 
conformément à (1.10) et (1.7), 
axbx+a,by+a,b, 
COS @ EE —— ë (1.11a) 
V'aè tai +ai y/b+bi +0 


10. Le produit vectoriel de deux vecteurs est représenté par un 
troisième vecteur dont le module est égal au produit des modules des 


Cs 4 


f 
6 


Fig. 1.6 Fig. 1.7 


vecteurs à multiplier par le sinus de l’angle formé par leurs direc- 
tions, et la direction est perpendiculaire au plan qui contient les 
vecteurs à multiplier. Quant au sens du vecteur représentatif du 
produit vectoriel, il est déterminé par la règle de [a vis à droite. 
Cela veut dire qu’en regardant de l'extrémité du vecteur c repré- 
sentatif du produit vectoriel, on passe du premier vecteur à multi- 
plier a vers le second vecteur b sur le plus petit angle en tournant 
dans le sens antihoraire (fig. 1.7). Le produit vectoriel est figuré 
par des crochets. Si donc 


ce — {a, bl, ‘ (1.12) 
c = ab sin . (1.13) 


En changeant l’ordre des facteurs, le produit vectoriel change 


de signe: 
[b, al = — [a, bl]. (1.14) 


On à 
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Le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls est égal à 0 si:et 
seulement si les: vecteurs & et b sont parallèles ou portés par une 
même droite (9 — 0 ou @ = x). Pour que deux vecteurs soient 
parallèles, il faut donc que leur produit vectoriel soit égel à 0. 

Le produit vectoriel se laisse exprimer en fonction des projections 
des vecteurs à multiplier sur les axes de coordonnées: 


ce = [a, b] — 
— (ab, — ab) i + (azbx — ab) 3 + 


+ (axby — abzx) k, (1.15) 
ou sous. forme de déterminant : | 


à j k 
c—[a, b]=—) a, a, a,). (1.16) 
b, b, b, 


Les projections du produit vectoriel sur les axes de coordonnées 
s'écrivent 
Cx — [a, b|. — ay0; LAS a;0ys 


c, = la, b], = a,b, — a,b,, (1.17) 
c, = la, b], — a,b, — abs. 


11. Par produit mixte de trois vecteurs, on entend une quantité 
égale au produit scalaire du produit vectoriel de deux vecteurs par 
le troisième : 

(la, b], c). (1.18) 


La valeur absolue de cette quantité est égale au volume du parallé- 
lépipède construit sur les vecteurs a, b, c. Une condition necessaire 
et suffisante pour que le produit mixte soit égal à O est que les 
trois vecteurs a, b, c soient coplanaires. 

12. On appelle double produit vectoriel, le vecteur construit d'a- 
près la formule 


d = La, [6, cl. (4.49) 
T1 se calcule d’après la formule 
d = (a, c) b — (b, a) c (1.20) 


dans laquelle (a, ec) et (b, a) sont les produits scalaires des vecteurs 
correspondants. Par projection sur les axes de coordonnées, on 
obtient 

dx = (a, c) Dx — (b, a) Cxs 

d, = (a, c)b, — (6, a) cy, (1.21) 


d, = (a, c)b, — (b, a) c,. 
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En portant dans ces formules les expressions des produits sca- 
laires en fonction des projections des vecteurs. à multiplier confor- 
mément à (1.10), on obtient les expressions des projections du double: 
produit vectoriel sur les axes de coordonnées en fonction des projec- 
tions des vecteurs a, b, c sur les mêmes axes. 


$ 2. Notions fondamentales de la statique 


2.1. Corps solide parfait. Dans le but d'explorer en profondeur 
tel ou tel côté d’un phénomène de la nature, on utilise dans la recher- 
che scientifique la méthode des abstractions, en concentrant l’atten- 
tion sur les côtés les plus essentiels du phénomène et en négligeant 
les côtés secondaires. V. I. Lénine disait: «... toutes les abs- 
tractions scientifiques (justes, sérieuses, non creuses) reflètent la 
nature plus profondément, plus fidèlement, plus complète- 
ment»*). En mécanique rationnelle, on trouve aussi des abstrac- 
tions.pareilles : ce sont les notions de point matériel et de corps solide 
parfait. 

On appelle point matériel une particule matérielle dont les 
dimensions sont négligeables dans les conditions du problème con- 
sidéré. La différence par rapport au point géométrique réside dans 
le fait que le point matériel est supposé contenir une certaine quan- 
tité de matière concentrée. Un point matériel jouit donc de la pro- 
priété d'inertie (voir ch. XIII, n° 1.1) et d'interaction avec d’autres 
points matériels. 

Tout corps physique se présente en mécanique comme un système 
de points matériels : on entend par là un ensemble de particules maté- 
rielles qui agissent les unes sur les autres conformément au principe 
d'égalité de l'action et de la réaction (voir n° 2.5, axiome III). 
Par corps solide parfait (ou simplement solide), on entend un corps 
dont deux points quelconques restent en toutes circonstances séparés 
par une distance inchangée. Autrement dit, le corps solide parfait. 
conserve une forme. géométrique constante (reste indéformable) tant 
dans son ensemble qu’en chacune de ses parties. 


2.2, Force. Passons à la définition de la force. Par ce terme, 
on désigne en mécanique la mesure quantitative d’interaction 
mécanique des corps matériels. L’interaction en question peut affec- 
ter l’état cinématique des corps matériels, en faisant varier non 
seulement leur position dans l’espace maïs aussi les vitesses de 
leurs points. Cette propriété accélératrice de la force sera définie 
plus complètement en dynamique (voir chapitre XIII, n° 1.1). 
Restant dans le cadre de la statique, nous appellerons force l’action 
d’un corps sur un autre, se traduisant par une pression, une attrac- 
tion ou une répulsion. 


#) V. I Lénine, Œuvres, t. 38, p. 160. 
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L'exemple le plus élémentaire d’une force est la pesanteur. C’est 
la force avec laquelle la Terre attire chaque corps; si Le corps est 
gêné (non libre), il exerce la pression sur son appui (effet statique 
de la force), et s’il est libre, il tombe sur la Terre avec une accéléra- 
tion g (effet dynamique de la force). 

Tout au long de ce cours, nous utiliserons uniquement le Système 
international d'unités SI {voir n° 2.3). L'unité de force dans ce 
système est le newton (N): c’est la force qui communique à une 
masse *) égale à celle du prototype international du kilogramme 
une accélération égale à 4 m/s°. Le rapport entre le newton et le kilo- 
gramme-force (en système d'unités technique MKpS) sera examiné 
dans le n° 2.3. 

L'action de la force sur le corps est déterminée par le point 
d'application de la force **), sa direction, son sens et sa valeur 
numérique. La direction de la force s'appelle aussi ligne d'action. 
La valeur numérique — module de la force — s'obtient par compa- 
raison avec l’unité de force (par exemple à l’aide d’un dynamomètre). 

La force est une grandeur vectorielle; elle se représente donc gra- 
phiquement par un vecteur. La longueur du vecteur rapportée 
à l'échelle de représentation convenue exprime le module (la valeur 
numérique) de la force, tandis que le support et le sens du vecteur 
désignent la ligne d'action et le sens de la force. La position des 
vecteurs forces dans l’espace sera définie dans un repère cartésien 
rectangulaire rattaché à la Terre. La notion de repère (système de 
coordonnées) sera détaillée dans les divisions suivantes de ce cours: 
la cinématique et la dynamique. 


2.3. Unités de mesure des grandeurs mécaniques ***). Avant 1960, 
trois systèmes d'unités métriques étaient en vigueur : 

a) le système physique absolu CGS, dont les unités de base sont 
le centimètre, le gramme (masse) et la seconde ; 

b} le systeme pratique absolu MKS, dont les unités de base sont 
le mètre, le kilogramme (masse) et la seconde; 

c) le système industriel MKpS, dont les unités de base sont le 
mètre, le kilogramme-force (ou kilogramme-poids) et la seconde. 

L'unité d'angle plan est dans tous ces systèmes le radian, et 
l'unité d'angle solide, Le stéradian. 


*) La définition de la masse sera introduite dans le n° 1.1 du chapi- 
tre XIII. 

**) Il sera montré dans le n° 2.5 que le vecteur force est un vecteur glissant 
si la force est exercée sur un corps solide Parfait. 

***} Pour des renseignements plus complets concernant les systèmes d’uni- 
tés, nous conseillons au lecteur de se reporter au livre de B. Yavorski 
et A. Detlaïf, Aide-mémoire de physique, M., « Mir », 1977. L'ouvrage de 
L. Sédo v, Similitude et dimension en mécanique, M., « Mir », 1977, contient 
une théorie générale de la dimension pour des grandeurs différentes. 
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Le système international d'unités, en abrégé SI, résulta d’une 
enquête internationale suivie de discussions et de décisions interna- 
tionales prises par les représentants des Gouvernements réunis à la 
Conférence générale des poids et mesures, principalement en 1960. 
Pour les unités mécaniques, ce système se confond avec le système 
MKS. 

Définition des unités de base dans Îlr:“ 
système SI. L'unité de longueur, le mètre, est la distance qui 
sépare deux traits sur le prototype de longueur en platine iridié. 
L'unité de masse, le kilogramme, est la masse du prototype interna- 
tional d’un kilogramme. L'unité de temps, la seconde, est égale 
à 1/86 400 du jour solaire moyen *). 

Unités dérivées. Ce sont les unités qui se déduisent 
à partir des unités de base en faisant intervenir des lois physiques. 
Chaque unité dérivée se définit par une formule aux dimensions, 
ou simplement dimension, qui indique les opérations de multipli- 
cation et de division qu il convient de faire sur les unités de base 
pour obtenir l’unité dérivée en question. Par exemple, l'unité de 
force dans le système SI, le newton (N), est une unité dérivée: 
c'est la force qui communique à l’unité de masse (1 kg) une unité 
d'accélération (1 m/s°). Les unités de longueur, de masse et de 
temps sont symbolisées par L, M et T. La dimension de la force 
est donc dans le système SI LMT?. Le kilogramme-force kgf (unité 
de base en MKpS et unité dérivée en MKS) est la force qui commu- 
nique à une masse égale à celle du prototype international du ki- 
logramme une accélération égale à 9,80665 m/s°. Prenant au lieu 
de l’accélération standard 9,80665 m/s° sa valeur approchée 9,81 m/s?, 
on constate que l’« ancien » kilogramme-force vaut 9,81 fois le 
newton : 


1 kogf —=9.81 N° (1 N — 0,102 kgf). 


Les multiples et les sous-multiples d’une unité de base sont 
désignés par des préfixes. Le kilonewton (kN) vaut mille newtons 
(ou, en MKpS, 102 kilogrammes-force); le millinewton (mN) est 
le millième de newton. 

Parmi les unités SI dérivées utilisées en statique en plus du 
newton, on doit signaler: 

a) le mètre carré m°, pour la mesure des aires: 

b) le mètre cube m°, pour la mesure des volumes; 

c) le kilogramme par mètre cube kg/m°, unité de mesure de 
densité ; 


*) On trouve une définition plus précise de unités de base, qui n'implique 
aucune variation quantitative mais uniquement une meilleure reproductibilité 
physique, dans le livre de B. Yavorski et A. Detlaîf, Aide-mémoire 
de physique, M., « Mir», 1977. 
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d) le newton-mètre N -m, qui sert à mesurer le module du moment 
de la force par rapport à un point ou un axe; 

e) le newton par mètre carré N/m°, unité de mesure d'intensité 
de Ia force (pression); 

f) le newton par mètre cube N/m°, unité de mesure du poids 
spécifique. 

Pour le passage des unités « anciennes » (MKPpS) aux unités SI, 
on utilise les formules de conversion suivantes: 

pour le moment de la force 


{ kgf:m — 9,81 N-:m (1 N:m = 0,102 kgf-m); 
pour le poids spécifique 


1 kgf/ms — 9,81 N/m? (1 N/m5 — 0,102 kgf/mÿ5). 


Les uuités dérivées utilisées en cinématique et en dynamique 
seront indiquées dans la deuxième et la troisième parties du livre. 
Soulignons encore une fois que le Système international d'unités 
SI sera utilisé dans le présent Cours à l’exclusion de tous les autres. 


2.4. Système de forces. Un ensemble de forces appliquées au corps 
donné s'appelle système de forces. Si, sous l’action du système de 
forces, le solide reste au repos ou se déplace par inertie (par exemple, 
tous ses points sont animés d'un mouvement rectiligne avec une 
vitesse constante et identique pour tous les points), on dit que le 
corps est en équilibre. Un système de forces qui laisse le corps en 
équilibre s'appelle système équilibré. 

Le mouvement d'inertie du solide sera étudié en dynamique 
(n° 1.4 du ch. XIX et n° 2.3 du ch. XXII). Si un système de forces 
équilibré est appliqué au solide donné, on dit que les forces se font 
équilibre. Une des forces du système équilibré est dite force équili- 
brante par rapport à toutes les autres. | 

Deux systèmes de forces {F,, F,, ..., F,}et {P,, P,, ..., P,} 
appliqués au solide donné sont dits équivalents s'ils se laissent réduire 
l’un à l’autre moyennant des opérations élémentaires, qui consistent à 

a) déplacer les points d'application des forces le long de leurs 
directions ; 

b} composer et décomposer les forces appliquées à un même 
point ; 

c) ajouter et supprimer un système de forces équilibré. 

Nous l’exprimerons en écrivant 


{F, F;, . F,}c {P;, Ps Pi, 


où © est le symbole d'équivalence des forces. Un système de forces 
équilibré {Q,, @:, . .., Q,} est aussi appelé équivalent à zéro: 


{Qu Qos . -., Qu} cm 0. 
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Si le système de forces {F,, F,, . .., F,} est équivalent à une 


force unique R, 
{F,, F, , F, } co K, 


on dit que À est la résultante du système de forces donné. Dans 
ce cas les forces F,, F,, . .., F, sont appelées composantes de R. 
L'opération qui consiste à remplacer un système de forces {F,, F,, 
... FA} par leur résultante unique À porte le nom de composition 
des forces. L'opération inverse, qui consiste à substituer à une force 
unique À ses composantes F,, F,, . .., F, est la décomposition de 
la force. 


2.5. Axiomes de la statique. La méthode des abstractions et la 
généralisation de l’expérience accumulée pendant des siècles d’ob- 
servation immédiate et d'activité pratique des hommes ont permis 


Fig. 1.8 Fig. 1.9 


de dégager certaines lois générales de la statique. Ces lois s’appel- 
lent axiomes. Tous les développements ultérieurs de la statique élé- 
mentaire se déduisent des axiomes par raisonnement mathématique. 
Le qualificatif « élémentaire » est appelé à souligner la différence 
entre la statique telle qu’elle est présentée dans la première partie 
du livre, et la statique analytique qui sera étudiée dans le chapi- 
tre XVII. 


Axiome I. Pour que deux forces appliquées à un solide parfait 
se trouvent en équilibre, il faut et il suffit qu'elles soient de module 
égal, de sens contraire et soient portées par la droite joignant leurs 
points d'application (fig. 1.8). 


Ainsi donc, si {F,, F,;} cs 0, on a F, — —F,, et les vecteurs 
F, et F, sont colinéaires (situés sur une même droite). 

Le système de deux forces directement opposées, c’est-à-dire 
de même module, de même direction et de sens opposé, est, dans le 
cas d'un solide, le plus simple système de forces équivalent à zéro. 
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Corollaire. Si un système de forces admet une résultante 
unique, la force équilibrante et la résultante sont de même module, de 
même direction et de sens opposé. 


A xiome II. Au système de forces appliqué à un solide parfait, 
on peut ajouter ou retrancher n'importe quel système de forces équilibré 
sans que l'effet du premier système s'en trouve modifié. 


Corollaire. Le point d'application de la force appliquée 
à un solide parfait peut être placé en tout point de sa ligne d'action 
sans que l'effet de la force s’en trouve modifié. 


Démonstration. Soit un solide parfait sollicité par 
une force F appliquée en un point À (fig. 1.9). Choisissons un point B 
situé sur la direction de F et faisons agir en ce point deux forces F,, 
F, de support AB, de sens opposé et de module égal à F: 


Fi =fia= Fr. 


Puisque FE, et F, se font équilibre (axiome [}, le système des trois 
forces F, F., F, est équivalent à une force unique F en vertu de 
l'axiome II. Les forces F et F, se font équilibre elles aussi : on peut 
donc les négliger, en vertu de l'axiomë IX. Seule reste appliquée en B 
la force F,. Ainsi donc, la force F appliquée en À est équivalente à la 
force F, appliquée en B, ce qu'il fallait démontrer. 

La possibilité de placer le point d’ application de la force en un 
point quelconque de sa ligne d’action suggère que toute force appli- 
quée à un corps solide parfait peut être assimilée à un vecteur glis- 
sant. Si le corps est élastique, la force sera représentée par un vecteur 
lié. 

Axiome IIl. Les forces exercées par deux solides l'un sur 
l'autre sont toujours de même module, de même direction et de sens 
Opposé. 

Cet axiome formulé par Newton porte le nom de principe d'égalité 
de l’action et de la réaction. I] convient de noter que, bien que l'action 
et la réaction soient égales en valeur, situées sur une même droite et 
orientées dans les sens opposés, on ne dit pas qu'elles se font équi- 
libre. Une telle affirmation serait vide de sens : en effet, deux forces 
équilibrées sont toujours appliquées à un même solide, tandis que 
l'action et la réaction sont deux forces distinctes appliquées à deux 
solides différents. 

Axiome IV. Si un système de forces donné est équilibré sur 
un solide, il reste équilibré aussi sur tout autre solide. 


En vertu de cet axiome, les dimensions et la forme du solide 
ne jouent aucun rôle dans la statique du solide parfait. 


Axiome V. Si un corps déformable se trouve en équilibre, 
il le reste aussi après la solidification. 
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De ce principe, dit principe de solidification, il ressort que l’équi- 
libre d’un corps déformable implique en même temps la vérification 
des conditions d'équilibre de ce même corps considéré comme solide 
parfait (ces dernières conditions pour un corps déformable sont 
nécessaires mais en général non suffisantes). 


2,6. Règle du parallélogramme *). Théorème des trois forces. 
Aux axiomes énumérés, il convient d'ajouter un axiome fondamen- 


Fig. 1.10 Fig. 1.11 


tal sur la composition de deux forces, qui porte le nom de règle du 
parallélogramme. 


La résultante de deux forces appliquées à un même point du solide 
a son point d'application en ce même point; son module et sa direction 
sont déterminés par la diagonale du parallélogramme construit sur 
les deux forces (fig. 1.10). 


Soient F,, F, les forces appliquées à un point du solide, et R 
leur résultante. Il vient 


R — F, - F,. 
Le module de la résultante se cherche par la formule 
R=V F LFP TL2EF,F, cos q. (1.22) 
On a d’après le théorème des sinus 
à _— 
sin,  sin@® sin (180°— y) ? 
d’où 
| F, he Fe 
Snpi=-7 sing, sSinp,—-7 sin. (1.23) 


*} Dans certains manuels la règle du parallélogramme s’énonce sous forme 
d'un théorème. Pour démontrer ce théorème, on doit postuler que la résultante 
de deux forces d'intensité égale appliquées à un même point est contenue dans 
le plan d’action des forces, dirigée suivant la bissectrice de l'angle formé par 
les forces et appliquée au même point. 
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Les formules (1.22) et (1.23) définissent la valeur, la direction 
et le sens de Ia résultante de deux forces appliquées à un même point 
et faisant un angle œ entre elles. 

La règle du parallélogramme permet de démontrer le théorème 
suivant. | 


Théorème des trois forces. Si le solide est en 
équilibre sous l'action de trois forces coplanaires non parallèles, les 
directions de ces forces concou- 


(4) 4 rent en un point. 
F 


£® Démonstration. 
. Soit un solide en équilibre 
soumis à l’action de trois for- 
ces F,, F,; F, situées dans un 
AU) même plan et appliquées en: 
trois points À,, A+, À, du so- 


B  lide (fig. 1.11). Portons les 

(8) El points d’application de deux 
| forces quelconques, par exem- 

Fig. 1.12 ple F, et F,, au point © où 


se coupent leurs directions et 
faisons la composition de ces forces d’après la règle du parallélogramme. 
Au lieu du système de trois forces F,, F,, F,, on obtient alors un 
système équivalent constitué par deux forces F, et R,,. En vertu de 
l’axiome I, l'équilibre du solide sollicité par deux forces exige 
que ces forces soient directement opposées. La ligne d'action de F; 
se confond donc avec celle de R., et passe par le point ©. Le théorème 
est démontré. | 
[Il sera montré dans le n° 3.1 du ch. V que les trois forces consti- 
tutives d'un système équilibré sont nécessairement coplanaires. 
Ceci étant, on omettra le mot «coplanaires » dans l’énoncé du 
théorème. 


2.7. Forces extérieures et forces intérieures. Les forces exercées 
sur un solide sont de deux types. Les forces extérieures sont exercées 
par d’autres corps et appliquées aux points du solide donné. Les 
forces intérieures sont les forces d'interaction qui se développent 
entre les points matériels du solide donné. 


Lemme. Les forces intérieures agissant dans un solide parfait 
donné constituent un système de forces équilibré et n'interviennent pas 
dans les conditions d'équilibre du solide. | 


Démonstration. Toutes les forces intérieures opérant au 
sein du solide donné peuvent être décomposées en des forces qui se font 
équilibre deux à deux. Considérons trois points 4, B, C du solide et 
désignons les forces intérieures comme il est montré sur la figure 
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1.142. Il vient en vertu de l’axiome III 
B C B) -m(A C 
PS = —FS, Eg = Fe, Fe = —F4. 


En vertu de l’axiome [, le système des forces intérieures du solide 


« 


donné appliquées à ses trois points est équivalent à zéro: 
B À C) p(B A) p(C 
{F, F#}+{FS, FE} +{FE", Fa} o 0. 


Le raisonnement reste valable pour un nombre quelconque de points, 
ce qui achève La démonstration du lemme. 

Pour cette raison, les conditions d'équilibre examinées en statique 
du solide ne concernent que les forces extérieures. 

La détermination des forces intérieures agissant au sein du solide 
s'effectue par la méthode des sections. Elle consiste à mettre en équa- 
tions l'équilibre d’une partie isolée du solide. En effet, si le solide 


Fig. 1.13 


est en équilibre, chacune de ses parties est, elle aussi, en équilibre. 
Appliquant les équations d'équilibre à une partie du solide, on 
détermine les forces intérieures. 

Prenons un exemple très simple pour illustrer la méthode des 
sections. Soit une barre mince rectiligne AB (fig. 1.13, a) en équi- 
libre sous l’action de deux forces F,, F, appliquées à ses extrémités 
A, B. Puisque la barre est en équilibre, on à en vertu de l’axiome I 

F, = Pa 
et les vecteurs F,, F, sont dirigés suivant la droite AB mais orientés 
dans les sens opposés. 

Faisons une section mn au point C de la barre, de façon à partager 
celle-ci en deux parties. Considérons l'équilibre de la partie gauche, 
c'est-à-dire de la barre AC (fig. 1.13, b). Le point C de AC est sol- 
licité par une force T, qui représente l’action de la partie droite 
supprimée de la barre sur sa partie gauche. De même que la barre 
tout entière, sa partie gauche se trouve en équilibre. En vertu de 
l’axiome Ï on a 

FES GS 


Puisque la section mn est arbitraire, on aboutit à la conclusion 
suivante: en toute section de la barre tendue (comprimée) par des 
iorces extérieures, on voit agir des forces intérieures égales à ces 
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dernières. Une force intérieure ainsi définie s'appelle e/fort de trac- 
tion (de compression). 


2.8. Axiome des liaisons. Les solides considérés en mécanique 
peuvent être libres ou liés (non libres), suivant le cas. Un solide est 
dit libre s’il peut se mouvoir en toute direction. Par exemple, une 
pierre lancée dans l’espace est un solide libre. Un solide est dit lié 
s’il ne peut se mouvoir que dans des directions déterminées ou s’il 
est assujetti à rester immobile. Par exemple, un wagon est un solide 
lié, car son mouvement est guidé par les rails. Dans les problèmes 


Fig. 1.14 Fig. 1.15 
de statique, nous aurons généralement affaire à des solides liés, 
dont le déplacement <era limité par l’action des solides qui les 
entourent. 

Les corps matériels qui s’opposent au déplacement du solide 
sont appelés liaisons, et les forces qu'ils exercent sur le solide, 
réactions de liaison. En général, toute réaction de liaison agit dans 
le sens opposé à celui en lequel la liaison gêne le solide. Cette cir- 
constance facilite la recherche des directions des réactions dans 
bon nombre de problèmes. 

Axiome des liaisons. Pour tout solide lié, il est pos- 
sible de supprimer les liaisons en les remplaçant par les réactions et de 
considérer le solide comme un corps libre soumis à l'action des forces 
données et des réactions de liaison. 

La statique étudie/Îes conditions d'équilibre du solide libre. 
Pour que ces conditions soient applicables aux solides liés, on fait 
intervenir l’axiome des liaisons. Nous terminons donc ce paragraphe 
par l’énumération de quelques liaisons élémentaires et de leurs 
réactions, sans tenir compte du frottement. 


2.9, Réactions de liaison. Les liaisons peuvent être matérialisées 
par des appuis, articulations, tringles, etc. Dans les cas énumérés 
ci-après, on suppose que ces éléments sont confectionnés à partir 
d’un matériau absolument rigide et que le frottement aux points de 
contact avec les solides considérés est inexistant. 

1. Solides en contact. 

a) Le solide repose sur une surface polie en un point À (fig. 1.14). 
La réaction de la surface d'appui est appliquée au solide en À et 
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dirigée suivant la normale à la surface d'appui. Elle s’appelle donc 
réaction normale et se note NN. 

b) Rouleau (fig. 1.15). La poutre (ou ferme) est appuyée en son 
extrémité B, par l'intermédiaire d’un balancier, sur un rouleau 
cylindrique. La réaction N, du rouleau est appliquée à a poutre 
en B et est dirigée suivant de normale à la surface de roulement. 


Fig. 1.16 


c) La poutre prend appui en son extrémité À sur le sol et sur 
une paroï, et en son point B sur l'arête d'un dièdre (fig. 1.16, a). 
Les réactions de la paroi N, et du sol N,, sont dirigées suivant les 
normales aux surfaces d'appui correspondantes. La réaction N> 
du dièdre est dirigée suivant la normale en B à la surface de la poutre. 
Abstraction faite des dimensions transversales de la PR on 
admet que les réactions NW, et N, sont appliquées en À (fig. 1.16, b, c). 
La composition de N, et N, fournit une résultante unique R, 
dont la direction passe de toute évidence par À. 

II. Solides articulés. 

d) Articulation cylindrique. (ou rotoïde). Un boulon cylindrique 
fixe sert d’axe à une barre AB pourvue d’un trou cylindrique dont 


Fig. 1.17 Fig, 1.18 


le diamètre est légèrement supérieur à celui du boulon (fig. 1.17). 

Le seul déplacement réalisable est la rotation de AB autour du, 
boulon. La réaction R de l'articulation cylindrique est contenue 
dans le plan perpendiculaire à !’axe du boulon et passe par le centre : 
du boulon. Le module et la direction de R dans ce plan sont incon- 
nus: on les cherche en fonction des forces exercées sur AB. 
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A ce type de liaison se rapporte également l'appui articulé fixe 
montré en À sur la figure 1.18 pour la poutre AB. La réaction R1 
de j’articulation fixe est appliquée à la poutre en À et est contenue 
dans le plan perpendiculaire à l'axe d'’articulation; quant à la 
direction de la réaction, on n’en sait rien. La ligne tracée en trait 


Fig. 4.19 Fig. 1.20 


interrompu sur la figure est une direction arbitraire, représentée 
pour souligner la différence par rapport à La direction de la réaction 
N; du rouleau. 

e) Articulation sphérique (ou rotule). La barre AO porte à son 
extrémité une surface sphérique, ou pomme, qui vient se loger dans 


Fig. 1.21 Fig. 1.22 
une coquille d'appui (fig. 1.19). Le seul mouvement possible dans 
ce cas est la rotation de AO autour de ©, c’est-à-dire autour du 
centre de l'articulation sphérique. La direction de la réaction R 
passe de toute évidence par ©. 

f) Réaction d'une barre de poids nul fixée en ses extrémités. La 
réaction d'une telle barre appliquée au solide est dirigée le long 
de la barre. La barre elle-même est soit tendue, la réaction R1 
étant orientée en dedans (fig. 1.20), soit comprimée, la réaction étant 
orientée au-dehors. 
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III. Liaison flexible (fil, corde, chaîne). 

g) La réaction du fil T porte le nom de tension. Elle est appliquée 
au point d'attache du fil au solide, dirigée le long du fil et orientée 
en dedans du fil (sur la figure 1.21 T, et T, sont les tensions des 
fils). 

IV. Encastrement. 

h) Une extrémité de la poutre est encastrée dans la paroi, et : 
son autre extrémité sert d'appui à une structure (fig. 1.22). Si la 
poutre est exposée à des forces données, on a dans l’encastrement 
des réactions qui se composent d’une force (réaction d'encastrement 
R.) et d’un couple caractérisé parle moment d'encastrement m, 
(voir ch. II, n° 2.2). . 

Soulignons en conclusion qu'en vertu de l’axiome III la force 
exercée par le solide sur la liaison et la réaction offerte par la liaison 
ont toujours même module, même direction et le sens opposé. 


$ 3. Système de forces concourantes 


3.1. Composition des forces concourantes. Résultante. La statique, 
qui étudie les conditions d'équilibre des solides soumis à des forces, 
contient deux problèmes fondamentaux: 1° subs- 
titution à un système de forces donné d’un système équivalent et 
2° établissement des conditions générales d'équilibre des solides. 
Nous commencerons l'examen de ces problèmes par le cas le plus 
simple, à savoir: un système de forces concourantes. 

Faisons une remarque préliminaire: dans le cas d’un système de 
forces équilibré (équivalent à zéro), nous dirons partout équilibre 
du système de forces, au lieu de l'expression plus juste: équilibre 
du solide sous l’action d'un système de forces donné. 

Un système de forces concourantes réunit les forces dont les direc- 
tions viennent se couper toutes en un point unique. Puisque le 
point d'application de toute force peut être transféré en tout point 
de la ligne d'action de cette dernière, un système de forces concou- 
rantes est équivalent à un système de forces appliquées en ce point. 

On peut faire la somme de plusieurs forces appliquées en un 
point commun en faisant leur composition suivant la règle du paral- 
lélogramme (fig. 1.23): composer les forces F, et F,, trouver leur 
résultante R", puis composer cette dernière et la force F;, construire 
un parallélogramme sur À” et F,, trouver la résultante R”, et ainsi 
de suite. On peut aussi faire la composition des forces sans construire 
les parallélogrammes successifs: il suffit de placer l'origine du 
vecteur F, à l'extrémité B de F,, puis de placer l’origine de F, 
à l'extrémité € de F,, etc. Joignant le point À d'application des 
forces et l'extrémité de F,, on obtient la résultante R. La méthode 
proposée de recherche de la résultante, porte le nom de la règle du 
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polygone; la ligne brisée ABCDE s'appelle polygone des forces, et 
le segment AE, vecteur fermant le polygone. 

Si on n'applique que la règle du parallélogramme, on doit traiter 
à part le cas où les forces à composer sont appliquées en un point 
commun et portées par une même droite. Cela devient inutile quand 
on applique la règle du polygone. 


Fig. 1.23 


S'il y a n forces F,, F., . .., F, concourantes en ©, leur résul- 
tante unique R est appliquée en O et vaut la somme géométrique des 
vecteurs forces: 


R=—F,+F,+...+F,= D F, (1.24) 
v— 1 


3.2. Décomposition d’une force. Dé- 
7 composer une force revient à trouver les 

À forces, appelées composantes, qui, appli- 
quées au même point, produiront un effet 

FA équivalent à celui de la force à décompo- 
ser. Le problème de décomposition d’une 
force en deux composantes coplanaires 
avec elle est en général indéterminé. En 
effet, la composition des forces trouvées 
mn a N n doit fournir la force initiale; autrement 


dit, cette force doit constituer la dia- 
gonale d’un parallélogramme construit 
Fig. 1.24 sur les composantes. Or, il existe évi- 
demment une infinité de parallélogram- 
mes qui admettent la force donnée comme diagonale. 

On peut lever l'indétermination dans le problème de recherche 
de deux composantes non parallèles mais coplanaires avec la force 
donnée en se donnant les directions m et n des composantes cher- 
chées (fig. 1.24). Pour déterminer ces composantes, il suffit de mener 


>n 
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par le point d'application À de la force F et par l'extrémité B de 
cette dernière deux droites parallèles à m et n: les points d’inter- 
section des droites définissent un parallélogramme ADBC dans 
lequel F est la diagonale. Ce sont précisément les vecteurs AC — 
— F, et AD — F, appliqués en À qui déterminent les composantes 
cherchées : 

F= Fr +F,. 


Toute force se laisse décomposer, et ce d'une façon unique, sui- 


vant trois directions arbitraires m, n, p non parallèles à un plan 


(fig. 1.25). Menons par le point d'application À de la force F trois 
droites paraflèles aux directions m, n. p données. Menons ensuite 
par l’extrémité B de F trois plans parallèles à ceux du trièdre Amnp. 
Ces plans iront couper les arêtes du triè- 
dre aux points C, D, E. Onobtient ainsi un 
parallélépipède dont les arêtes ont les direc- 
tions données et dont la diagonale AB est 
constituée par la force à décomposer. Les 
composantes cherchées de la force F seront 
précisément les vecteurs 4C = F,, AD — 
= F, et AE — F,. On a en effet 


F=Fy + + Fo. 


Supposons que la force F fait des an- 
gles &, B, y avec les axes du système de co- 
ordonnées cartésiennes orthogonales Oxyz 
(fig. 1.26). Pour décomposer F suivant les 
trois axes de coordonnées, nous construi- Fig. 1.26 
rons un parallélépipède dans lequel F sera 
une diagonale. Les arêtes de ce parallélépipède seront constituées 
par les composantes que nous désignerons par F,;, F,, F,. Les modu- 
les des composantes, affectés de signe positif ou négatif suivant 
que la composante considérée est de même sens ou de sens contraire 
à la direction positive de l’axe, fourniront les projections X, Y,Z 
de F sur les axes. Désignons par ë, 7, k les vecteurs unités des 
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axes et mettons les composantes sous la forme 
= X1, F, = Yj, F, = Zk; 
FF, +F,+F, = Xi + Yi + Zk. 
Or, on a d'après la formule (1.4) 
X = Fcosa, Y —Fcosf, Z = F cos y. (1.25) 
La formule (1.25) permet donc, connaïssant le module F de la force 


et les angles a, $, y que la force F fait avec les axes de coordonnées, 
de déterminer les projections de la force sur les axes. Réciproquement, 


E 
l5 
\ 
F, \ 
? 
ee / 
7 Vv 


Fig. 1.27 


connaissant les projections X, Y, Z sur les axes, on détermine le 
module et la direction de la force d’après les formules 
F=V X1+Y2- 72, cosa—+, cos, cos p= +. (1.26) 

3.9. Condition géométrique d’équilibre d’un système de forces 
concourantes. Les forces appliquées en un même point se font équi- 
libre si et seulement si leur résultante est égale à zéro. Puisque la 
résultante d’un système de forces concourantes est exprimée par 
le vecteur fermant le polygone des forces (voir n° 3.1), l’équilibre 
exige que le polygone soit fermé. Réciproquement, si le polygone 
est fermé, cela signifie que la résultante des forces concourantes 
s'annule. Nous venons d'énoncer la condition d'équili- 
bre sous forme géométrique: pour que le système de 
forces concourantes soit en équilibre, il faut et il suffit que le polygone 
des forces soit fermé (fig. 1.27). 

La méthode du polygone des forces s'applique à la résolution des 
problèmes dans l’ordre suivant: 

a) Définir le solide dont on envisage l'équilibre. 

b) Remplacer les actions des liaisons par les réactions (voir 
n% 2.8 et 2.9). 

c) Indiquer sur la figure les points d'application et les directions 
des forces données et cherchées. Appliquer les forces au solide (au 
point matériel, au nœud, etc.) dont on étudie l'équilibre. 
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d) Construire le polygone des forces à une échelle déterminée, 
en commençant par les forces connues. Puis chercher les éléments 
inconnus (forces ou angles) du polygone des forces, soit graphique- 
ment, soit par résolution de triangles. 


Exemple 1.1. Un solide À de poids P repose sur un plan incliné poli 
qui fait un angle «& avec l'horizontale. Le solide est retenu par un fil AB qui fait 
un angle f avec la verticale (fig. 1.28, a). Trouver la tension du fil et la pression 
du solide sur le plan. 

Solution. Le solide se trouve en équilibre sous l’action de trois forces : 
le poids.P dirigé verticalement vers le bas, la réaction T du fil dirigée le long 


Fig. 1.28 


du fil et orientée en dedans de celui-ci et la réaction W du plan dirigée perpen- 
diculairement au plan {n° 2.9). Nous admettons que ces trois forces sont appli- 
quées toutes à un même point, à savoir : le centre de gravité du solide. 

Commençons la construction du polygone des forces par la force connue P. 
D'un point arbitraire €, menons le vecteur P (fig. 1.28, b). Plaçons l’origine de 
la force suivante, par exemple #, à l’extrémité D du vecteur P. Le module de W 
étant inconnu, on se borne à mener par D une droite parallèle au vecteur NW. 
Puisque le solide est en équilibre, le triangle des forces P, N, T doit être fermé, 
si bien que l'extrémité du dernier des vecteurs à composer (vecteur 7) doit se 
confondre avec l’origine du premier vecteur (P). Cela revient à dire que le sup- 
port de T doit passer par C. C'est le point d’intersection Æ des droites qui déter- 
mine l’extrémité du vecteur # et l’origine du vecteur 7. En vertu du théorème 
des sinus on à 

P T N 
sin [489°—(@+6)] sina sin ? 


d'où | ” 
Sin Œ sin 
T=etp =in@+tp 


Pour résoudre ce problème par la méthode graphique, on doit tracer le vec- 
teur P à une échelle déterminée et faire les constructions décrites en observant. 


P. 
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strictement le parallélisme des droites correspondantes. Mesurant les côtés ÆC 
et DE à l'échelle adoptée, on obtient les modules des forces cherchées. La tension 
du fil (à condition de l’assimiler à une force appliquée au fil) et la pression du 
solide sur le plan sont égales en module à T et à N respectivement mais sont 
orientées dans les sens inverses de T et de N, vu que ces derniers symbolisent 
les réactions du fil et du plan. Ce problème peut aussi être résolu en décompo- 
sant P en deux forces parallèles à AB et à N. 

Exemple 1.2. Une barre homogène AB est articulée en À à la paroi 
verticale et retenue sous un angle & par rapport à la verticale à l’aide d'un fil BC 
(£ig. 1.29, a). Trouver la tension T du fil et la réaction R, de l'articulation. Le 
poids de la barre est égal à P; AC = AB. 

Solution. Considérons l'équilibre de la barre À B. Les liaisons imposées 
à AB sont matérialisées par le fil BC et l'articulation À, Remplaçant les actions 


y £ o # 
#0 A <@/2 f 


) 


Fig. 1.29 


des liaisons par les réactions, on constate que l'équilibre de la barre AB est con- 
ditionné par l’action de trois forces non parallèles : le poids P de la barre appliqué 
au milieu de AB, la tension T du fil et la réaction R, de l'articulation A. En 
Se qui concerne la réaction R,, on ne connaît que son point d’application : c’est 
e point 4. 

La direction de R, se cherche d’après le théorème des trois forces (n° 2.6). 
En effet, ce théorème veut que la direction de R À passe par le point de concours O0 
des directions de P et de T. Construisons le triangle des forces en commençant 
par la force connue P (fig. 1.29, b). Menons par l'extrémité de P une droite 
parallèle par exemple à T. Puisque AABC est un triangle isocèle d'angle au 


ASS 
sommet «, on a ACB = 90° — à/2; ce sera l’angle sur la verticale de la direc- 
tion de T dans le triangle des forces. Par l’origine de P, menons une droite 
parallèle à R,. À cet effet, remarquons que CO — OB: on a donc AO ! CB, 
ce qui fait que les directions de R, et de T sont perpendiculaires. Le sens des 
flèches sera choisi de façon à assurer la fermeture du triangle. On a dans ce 
triangle 
a a 
2° 7. 

8.4. Conditions analytiques d'équilibre d’un système de îorces 
concourantes. Pour que le système de forces concourantes soit en 
équilibre, il faut et il suffit que la résultante des forces soit égale 
à zéro. L'équilibre exige donc que soient annulées les projections 
de la résultante sur trois axes non parallèles à un même plan. Proje- 


RAP cos T—Psin 
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tant l'égalité (1.24) sur les axes de coordonnées et faisant intervenir 
la formule (1.5), on écrit les projections de la résultante sous la forme 


RENAN. D) X,, 
V= 1 
Hit Me È (1.27) 
V— 
n 
Ro=7, 227 =) 7. 
v=1 
Ici X,, Y,, Z, (v = 1, 2, ..., n) sont les projections de la force 


F, sur les axes de coordonnées Ox, Oy, Oz respectivement. Annulant 
les projections de Îa résultante, on obtient 


D Avæ=X Xet...+X,—0, 


à Y,=Y,+}, “. .+Y,==0, (1.28) 
ñn 
Z,= 2, +2) + ss. + Z, =0. 

V== 1 


Les égalités (1.28) sont précisément les couditions d'équi- 
libre écrites sous forme analytique: pour que le 
système de forces concourantes soit en équilibre, il faut et il suffit que 
la somme algébrique des projections de toutes les forces sur chacun 
des trois axes de coordonnées soit égale à zéro. Il n’est pas obligatoire 
que le système de coordonnées Oxyz soit rectangulaire. 

Dans la méthode analytique les forces inconnues figurent dans 
les égalités (1.28) qui deviennent équations d'équilibre. Si le système 
de forces concourantes est plan, on a deux équations au lieu de trois. 
Soit Oxy le plan d’action des forces; l’équilibre du système plan 
de forces concourantes se définira alors par les équations 


DRE et) (1.29) 


On recommande d'appliquer cette méthode dans l’ordre suivant. 
Exécuter les prescriptions a), b), c) définies dans le n° 3.3. Ensuite: 

d) Placer l’origine des coordonnées au point de concours des 
directions des forces. Définir la direction des axes. Afin de simplifier 
le calcul, il convient de choisir [a direction des axes de telle façon 
que ces derniers soient parallèles (ou perpendiculaires) au plus 
grand nombre possible de forces. 


3—01146 
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v) Projeter toutes les forces sur chaque axe; écrire les équations 
d’équilibre (1-28). 

f) Expliciter les inconnues (valeurs des forces, ouvertures des 
angles, etc.) et les calculer. 

Exemple 1.3. Appliquer la méthode analytique au cas de l’exemple 1.2. 


Solution. Conformément à la prescription d), donnons aux axes Oz 
et Oy les directions montrées sur la figure 1.29, a. Ecrivons les équations (1.29): 
œ 


S'X=RA+ P cos (1807) =0, D'F=T+P cos (90°+ -) =0. 


Elles admettront comme solution 


R à — 4 
À Pcos—, T Psin—-. 


qui se confondent avec celles obtenues par la méthode géométrique. 


Exemple 1.4. Ün fil ACB de longueur L est suspendu entre deux points 
d’attache fixes À et B (fig. 1.30). Une petite poulie C portant un fardeau de 
poids P roule sur le fil. Chercher les angles & et B d’inclinaison des brins AC 


BUT 
+. 


Fig. 1.30 


et BC sur la verticale, la tension des deux brins du fil et ladistance Ë qui sé- 
pare en position d'équilibre la poulie € de la verticale passant par l’appui gau- 
che À. Le frottement dans l'axe de Ja poulie et le poids de cette dernière sont 
négligeables. | 

Solution. Considérons l'équilibre de Ja poulie C. Etant donné qu’une 
poulie parfaite (exempte de frottement) ne change pas: la tension du fil, les réac- 
tions T'et T’ du fil, dirigées suivant CA et CB, sont égales en module: 7° — T. 
Les axes de coordonnées Czx et Cy seront dirigés horizontalement vers la droite 
et verticalement vers le haut. L'origine des coordonnées sera placée au point de 
concours des directions des forces P, T et T’. Mettons en équations l'équilibre 
des Îorces appliquées à €. Projetant les forces P, T et T” sur les axes Czx et Cy 
et annulant [a somme des projections sur chaque axe, .on obtient 


x — T cos (90° — 6} 1 T' cos (90° + &) = 0, 
DY=—P+Tcosf + T' cos a = 0. 
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———— et, es 
EEE 


Il ressort de Ia première équation que $ — &. La seconde équation fournit 
alors la tension 7 du fil: 


LP I 
| 2co8& 2 WI2— a 


La distance £ est égale à 


+ A4 cos a —b a b 
ES er 


On vrit donc que plus b est grand, plus la poulie € est voisine de la verticale de 
l'appui gauche. 


3.5. Méthode de la double projection de la force sur l’axe. On 
a recours à cette méthode dans le cas où l’angle entre la direction 
de la force F et l’axe‘Ol est inconnu à priori (fig. 1.31). Menons un 
plan quelconque S par l’axe OÙ et projetons la force F sur S. La 


projection sera définie par 
Fs = F cos 1, 

où «p est l’angle que fait la force F 
avec le plan S. Projetons mainte- 
nant le vecteur F; sur l’axe O!l: 
à cet effet, menons par l’origine 
A’ du vecteur Fç un axe A°'? 
parallèle à OÙ. Désignons l’angle 

PES 
(Fs, A’) par o. Il vient 

For = proj os = Fs cos q = 


= F cos 4 cos ®. 


Remarquons que l’angle #, consti- Fig. 1.31 

tué par le vecteur force et le plan, É 

est assujetti à rester dans les limites 0 < 4 < 90°, tandis que l’angle 
æ, formé par le vecteur F4 et la direction positive de l’axe, peut 
varier dans les limites 0 & @ << 180°. 


Exemple 1.5. Un fardeau Q de poids 50 kN est suspendu en un point D 
comme il est montré sur la figure 1.32. Les barres sont articulées en À, B et D: 
AD = BD. Déterminer les réactions des barres AD, BD et la tension de la 
corde CD. 

Solution. Considérons l'équilibre du nœud D. La force connue est Q; 
elle est dirigée verticalement vers Ie bas. Les forces à déterminer sont la réaction 
R, de la barre AD, la réaction R3 de la barre BD ct la tension T de la corde CD. 

Supposons (pour l’automatisme de la solution) que les barres AD et BD 
soient tendues toutes les deux ; leurs réactions, c’est-à-dire les forces R, et R2 
exercées par les barres sur le nœud D, sont dirigées alors suivant les barres à par- 
tir du nœud, ainsi qu’il cest montré sur la figure 1.32. Toutes les forces étant 
concourantes en D, on peut chercher les forces inconnues en faisant intervenir 
les conditions analytiques d'équilibre d’un système de forces concourantes. 


5 
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Plaçons l'origine des coordonnées en D. Dirigeons l’axe Dz vers le haut, 
normalement au plan ABC. Plaçons les axes x et Dy dans le plan parallèle 
à ABC (voir figure). La force T est contenue dans le plan vertical, et les forces 
R, et Rg dans le plan 4ABD. 


Fig. 1.32 


Mettons en équations l'équilibre du nœud D. Projetant toutes les forces +ur 
les axes de coordonnées, nous obtenons 


SX — —R, cos 60° + R4 cos 60° — 0, D 
J'Y = —T cos 30° — R, cos 30° cos 45° — R, cos 30° cos 45° — 0, (b} 
> Z = —T cos 60° — R, cos 30° cos 45° — R, cos 30° cos 45° — Q — 0. (} 


Le lecteur qui aurait des difficultés dans le tracé des projections peut #@ 
référer utilement au n° 3.5. De (a) on tire 


BR — R 1. 
De (b) on déduit 
T = —2R, cos 45°. 


Enfin, en substituant l'expression de 7 dans (c), on obtient 


2R, sin 30° cos 45° — 2R, cos 30° sin 45° — Q = ( 
ou 
--2R, sin (45° — 30°) = ©, 
d'où 
50 
R — À = *«N. 
À. B Sein 450 2-0.259 96,5 KN 
Ici RA4 et R, sont les valeurs algébriques des réactions. Si, pendant les cal- 
culs, on obtient une valeur négative de la réaction, cela signifie qu'on doit 
inverser le sens de cette dernière. Ainsi, les réactions R, et R, sont dirigées 
en réalité à l'opposé des directions montrées sur la figure; cela revient à dire 
que les barres AD et BD ne sont pas tendues comme supposé mais comprimées. 
Quant à la tension de la corde, elle est égale à 


V2? 


T—2-96,5 5 136 EN. 


o 
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Exemple 1.6. Déterminer les efforts dans la flèche AB, le fût OB 
et les béquilles CB, DB de la grue de levage en fonction de l’angle de rotation & 
de la flèche (—90° < « < 90°). Toutes les fixations sont articulées. Les valeurs 
des angles sont indiquées sur la figure 1.33, a. 

Solution. Considérons l'équilibre du nœud À. Le nœud est sollicité 
par une force donnée @ et les réactions R1, R, des barres AO, AB. Supposons 
à priori que les deux barres sont tendues et dirigeons R, et R, de la façon repré 


a) b) 
Fig. 1.33 


sentée sur la figure 1.33, a. Toutes ces forces concourantes sont contenues dans 
Le même plan vertical CAB ; l'équilibre du nœud À se définira donc par deux 
équations seulement, en assimilant BA à l'axe By': 


D) Y'= Ricos 150 — R, = 0, 


D Z—= —Q + R; cos 120° = 0. 
De ces équations on tire 


NN NS 
FE ous 60 — 20 


Puisque R, << 0, la barre AO est comprimée ; la barre AB est tendue. On s’en 
assure par ailleurs en construisant le polygone des forces Q, R, et R, (fig. 1.33, b). 

Considérons à présent l’équilibre du nœud B, Puisque la barre AB est 
tendue, sa réaction R$j — —R, est appliquée au nœud B et orientée en dedans de 
la barre. En outre, le nœud B est sollicité par la réaction FR, du fût OB et les 
réactions R,, R; des béquilles BC, BD. Supposons comme précédemment, de 
façon arbitraire, que toutes les barres soient tendues. Nous avons un système 
de forces concourantes, non coplanaires, appliquées au nœud B. Ecrivons trois 


équations d'équilibre du système, compte tenu de ce que R$ = R, = Y 30: 


R;= —R, e0s 30° = y 30. 


à X = y/3Q cos (90°—a)+R, cos 45° cos 60° +R, cos 45° cos 120°—0, (1) 
D Y=V30Qcosa+R, cos 45° cos 150° +R; cosÿ45° cos 150° = 0, (2) 


DZ —RGt+R, cos 13504 R, cos 135° — 0, (3) 
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Mettons les équations (1) et (2) sous la forme 


5 L [6 
VER —VaQsine, — I (R+Ry=—V30 cos a, 


d'où 
R,=V20(cosa—yä3sina), R,—y20(cusa+y3sina). 


L'équation (3) nous donne alors 


R3— - #2 (Ra+ Rs) = —20 cos a < 0. 


On en déduit que le fût OB est comprimé. Quant aux béquilles CB et DB, elles 
peuvent être tendues ou comprimées, en fonction de «&. Les valeurs maximales 
et minimales de R, et R, se calculent sans peine, ce que nous omettrons cepen- 
dant de faire ici. 


Exercices 


Exercice 1.1. Un fardeau de poids P est posé sur un plan incliné poli 
qui fait uu angle & avec l'horizontale (fig. 1.34). Déterminer graphiquement, puis 
analytiquement la force T qu’on doit appliquer au fardeau sous un angle B par 


A 


A 
“| 
| 


Fig. 1.34 Fig. 1.35 


rapport au plan incliné pour assurer l'équilibre du fardeau (& + B << 90°). 

Indication. La troisième force appliquée au fardeau est la réaction 

normale N du plan incliné. | 
Réponse. 

__ sinœ 

cos Ê 


Exercice 1.2. Une extrémité de la poutre AB (fig. 1.35) est munie 
d’une articulation cylindrique cet fixée sur un appui fixe ; l’autre extrémité B 
de la poutre repose sur un rouleau. Une force F est appliquée au point D de Îa 
poutre. On demande de savoir les réactions des appuis en À et B. 
Indication. Calculer d’abord l'angle & d’après le théorème des trois 
forces. Appliquer ensuite la méthode graphique ou analytique. 

Réponse. 


Ra=Ro=Vè F—OST7F (a = 30°). 


T P. 
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Exercice {.3. La poutre AB (fig. 1.86) est articulée en À et soutenue 


TN 
par une barre CD. Les attaches en C et D sont articulées. AC = CB, ACD — 90°, 


A £ 8 


le poids de la poutre est négligeable. Déterminer les réactions aux articulations 
À et C, sachant que la force agissant en B est égale à F — 50 KkN. 
Indication. La réaction en C est dirigée suivant la barre CD. Appli- 
quer le théorème des trois forces pour définir la direction de la réaction R, en 4. 
Réponse. R A — 90 kN, Re == 70,7 kN. 
Exercice 1.4. Déterminer les efforts S dans les barres CA de longueur 
a, CB de longueur b et la tension de la chaîne CD de longueur d supportant le 


— 


[2 
Fig. 1.37 Fig. 1.38 


fardeau Q (fig. 1.37). Les deux barres sont perpendiculaires entre elles et conte- 
nues dans un plan horizontal. | 
Réponse. 


a b d 
ScA=— 55; Sce— —9p Tco=55 0; 


OD= V d'—a?—ph?, 

ÆExercice 1.5. Le trépied ABCD (fig. 1.38) repose sur un sol poli 
horizontal. Ses trois pieds, de longueur égale {, sont liés aux points B, €, D 
par un fil BCD qui forme un triangle équilatéral de côtés égaux à Z. Un fardeau 
P ce suspendu en À. On demande de savoir les efforts $ dans les pieds. 

éponse. 


Sag=SaAc=SADp=— V8 p= — 0,4087. 


CHAPITRE II 


SYSTÈME DE DEUX FORCES PARALLÈLES. 
THÉORIE DES COUPLES DE FORCES SUR LE PLAN 


$ 1. Système de deux forces parallèles 


On appelle système plan un système de forces qui sont contenues 
toutes dans un même plan. 

Un cas particulier de système de forces plan est un système de 
forces coplanaires concourantes; les règles de composition de ces 
forces et les conditions d'équilibre du système ont été exposées dans 
le paragraphe précédent. Avant de passer à l'étude du cas général 
du système de forces plan, c’est-à-dire d’un système de forces diri- 
gées arbitrairement dans le plan 
(chapitre III), nous examinerons 
un autre cas particulier de systè- 
me plan, à savoir: le système de 
deux forces parallèles. 


| 1.1. Composition de deux for- 
4 ces parallèles de même sens. A la 
| différence des forces concourarites, 
8 5, la composition de deux forces. F, 
CES et F,, parallèles, de même sens, 
AN appliquées en deux points À et B 
du solide ne peut pas se faire di- 
rectement par la règle du parallé- 
logramme. 
# Appliquons au solide, en À et 
B, deux forces $,, $S; de valeur 
égale et de sens opposé (fig. 2.1). 
Rappelons que cela est légitime en 
vertu de l’axiome IT (ch. I, n° 2.5). Faisons la composition des forces 
FietS,,F,et S, d’après la règle du parallélogramme : nous obtenons 
deux nouvelles forces T; et T, dont les directions viennent se couper 
en un point M. Portons T, et T, en 1] et décomposons-les en F,, 
S, et F,, S; respectivement, de la manière montrée sur la figure: 
supprimant S° et S,, nous nous retrouvons en présence de deux forces 
F' et F, portées par la même droite. Ainsi donc, les forces F, et F, 
appliquées en À et B sont équivalentes aux forces F'et F, appliquées 


Fig. 2.1 
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en M; leur somme est égale à R (R — F° + F;) et dirigée suivant 
la même droite. Le point € par lequel passe la ligne d'action de R 
partage le segment AB en parties. inversement proportionneiles 
aux modules des forces F, et F,: 


mer C= ae ls 
AC — R AB, BC AB, ou PC r: (2.1) 
En effet, on a par similitude de À ACM et À LKM 
LT LE, où AC-F,=CM-S4. (2.2) 
1 1 
Par similitude de À BCM et À PNM 
SR ou BC.F,=CM.S3. (2.3) 
2 2 


AC _ BC  AC+BC AB 
Fr M th R° 
d'où (2.1). 
Ainsi donc, deux forces F,, F, parallèles, de même sens, admettent 
une résultante unique R parallèle aux deux premières, de même sens, 


1 4 
/ / 


À T _ 


NM À 8n 


Fig. 2.2 : 2.3 


dont le module est égal à la somme des modules des deux forces. 
La ligne d'action de la résultante passe par le point € qui partage 
le segment AB en parties inversement proportionnelles aux modules 
des forces F, et F.. 

La iclation able permet de décomposer la force F appliquée 
en M (fig. 2.2} en deux forces F, et L", portées par des droites Z et 17 
parallèles à F et situées de part et d'autre de F. En effet, menons 
par M une droite jusqu'à l'intersection avec Z et 11; puisque toute 
force se laisse transférer le long de sa direction, nous admettrons 
que les composantes F, et F, sont appliquées aux points d'intersec- 
tion À et B neciNémont. Les modules se laissent calculer d'après 
les relations (2.1) après avoir changé À en F et C en M: 


= RE, Per (FitF=P) (2.4) 
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1.2. Cas des forces parallèles de sens opposés. Soient appliquées 
en deux points À, B du solide deux forces F;, F, parallèles et de 
sens opposé (fig. 2.3). Imposons une restriction qui n'a pas été 
introduite pour les forces parallèles de même sens, en admettant 
que les modules des forces F, et F, ne sont pas égaux: posons par 
exemple F, > Fa. 

Proposons-nous de faire la composition de deux forces parallèles 
de sens opposés. Décomposons la plus grande force F, en deux forces 
parallèles de même sens, en procédant un peu autrement qu'en fin 
du n° 1.1: au lieu de se donner les droites 7 et 77, on se donne ici 
une des composantes, à savoir —F,, appliquée en B. Le module 
de la seconde composante R sera égal alors à F, — F,; quant à son 
point d'application €, il se définit par la proportion 

CA AB 

Fa FF, (2.5) 
Les forces F, et —F, appliquées en B forment un système de forces 
équilibré et peuvent donc être supprimées, en vertu de l’axiome II 
(ch. I, n° 2.5). Ecrivons les opérations effectuées sous la forme 


{F, F,}c {R, —F,;, F,}oR, 


ce qui revient à dire qu'un système donné de deux forces parallèles 
de sens opposés est équivalent à une résultante unique R dont Ia 
ligne d'action passe par C. Ecrivons une proportion dérivée de 
(2.5): 
CA+ AB CA CB __F., _£ 
FFF) Fr CA Fr (9) 
Ainsi donc, deux forces F,, F, parallèles, de sens opposés, non égales 
en module (F, > F,) admettent une résultante unique R, parallèle 
aux deux premières, du sens de la plus grande, dont le module 
est égal à la différence des modules des composantes : 


R=F—Fs (2.7) 


La ligne d'action de la résultante partage extérieurement le 
segment limité par les points d'application des composantes en 
parties inversement proportionnelles aux modules (voir. (2.6)).. 
Proposons-nous maintenant de décomposer une force donnée F 
en deux forces F, et F, portées par des droites 7 et ZI parallèles à F 
et situées du même côté de F (fig. 2.4). Menons une droite par le 
point d'application M de F jusqu’à l'intersection avec 7 et ZI 
en À et B respectivement. La composante F, est plus grande que F;, 
car son support est plus proche de celui de F : elle est donc de même 
sens que F, tandis que F, est de sens contraire. Les modules des 
composantes se cherchent d’après les proportions (2.5) et (2.6) qui 
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s'écrivent sous la forme 


F, Fa F 
BM AM AB: 


On en déduit 
BM AM | 
| Fi=-5 F, F,=-7 F (Fi —F,—F), (2.8) 


Les problèmes de composition des forces parallèles, envisagés 
ici et dans le n° 1.1, fournissent également la solution du problème 
de recherche d’une force propre à faire équilibre à deux forces paral- 
lèles. Nous avons dit dans Le chapitre I, n° 2.4, que si un système de 


F 
mt 
TT 
-7 mn 
TT 
Fr 
Fig. 2.4 Fig. 2,5 


forces admet une résultante unique, la force directement opposée 
à celle-ci (c'est-à-dire égale en module, portée par la même droite 
et orientée dans le sens inverse) est la force équilibrante. D'une 
façon générale, la recherche de l’équilibrante se réduit à la recherche 
d’une résultante unique. 


1.3. Couple de forces. Il reste à considérer le cas que nous avons 
exclu dans le n° 1.2: un système de deux forces F, —F" parallèles, 
de sens opposés et de même module, appelé couple de forces (fig. 2.5). 


Lemme. Un couple de forces ne peut pas être ramené à une 
résultante unique. 


Démonstration. Appliquons les formules (2.7) et (2.5). 
Il vient 


B 
R=0, CA=%, 
ce qui veut dire que la résultante est égale à zéro et passe par un 
point à l'infini. Cela revient à dire justement qu'on ne peut pas 
ramener un Couple de forces à une résultante unique parallèle aux 
composantes du couple. Admettons à présent que le couple de forces 
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F, —F' admet une résultante unique À qui n’est pas parallèle aux 
composantes du couple (fig. 2.5). Alors, ajoutant au système de 
forces F, —F" une force KR, nous obtenons un système de trois 
forces équilibrées F, —F”", —R. En vertu du théorème des trois forces 
(ch. I, n° 2.6), les directions de ces trois forces doivent concourir 
en un point, ce qui est impossible. Il n'existe donc aucune résul- 
tante non parallèle aux forces du couple. Le lemme est démontré. 

La proposition démontrée admet un énoncé équivalent: un 
couple de forces ne peut pas ‘ire équilibré par une force unique. Les 
forces F et —F" du couple ne sont d’ailleurs pas équilibrées elles- 
mêmes, car elles ont des supports différents (voir axiome I, ch. F, 
n° 29). 

Un couple de forces provoque une rotation du solide, à moins 
qu’une liaison vienne s’y opposer. Un couple de forces est une gran- 
deur mécanique à part entière, au même titre qu'une force isolée. 
Le paragraphe suivant sera consacré à la déduction des caractéristi- 
ques quantitatives des couples de forces et aux règles d'opérations 
qu’on peut effectuer sur les couples de forces. 


$ 2. Théorie des couples de forces sur le plan 


2.1. Moment d’une force par rapport à un point. C'est une des 
grandeurs fondamentales en statique. Soient une force F et un point O 
(fig. 2.6). Menons par © un plan contenant F. Abaissons de O une 
perpendiculaire OP sur la direction AB de F. La longueur de la 
perpendiculaire est le bras de levier de la jor- 
ce F par rapport au point O; ce point s’ap- 
pelle le pôle. 

Le moment de la force F par rapport au 
point O est le produit du module F dela 
force par le bras de levier À, qui peut être 
affecté de signe positif ou négatif: 


momo F = +Fh. (2.9) 


Fig. 2.6 Nous admettons que le moment de la 

force est positif si la force fait tour- 

ner le plan dans le sens antihoraire (voir lg. 2.6); dans le cas 

contraire le moment de la force est considéré comme négatif, ce qui 

se traduit par le signe correspondant dans la formule (2.9). La 

dimension du moment d’une force est le produit de l’unité de force 

par l'unité de longueur. En unités ST (cb. L, n° 2.3) le moment d'une 
force est mesuré en newtons-mètres (Nm). 


Remarques. a) Par définition, le moment de la force reste 
inchangé quand on transfère le point d'application de la force en 
un point quelconque de sa ligne d'action. 
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b) Si À —0, on a mom, F — 0; autrement dit, le moment par 
rapport à un point d’une force distincte de zéro est nul si et seule- 
ment si la direction de la force passe par le pôle. 

c}) La valeur absolue du moment d’une force est le double de 
l'aire du triangle construit sur la force et le pôle: 


| momo F | — Fh — 28 1018: 


d) Le moment de la force facilite la détermination du point 
d'application C d’une résultante de forces parallèles de même sens. 
La proportion (2.1) se laisse représenter sous la forme 

F,-AC = F,-BC, 
ce qui signifie que 


| mome F, | = | mom. PF, |. 
Faisant intervenir les signes des moments des forces, on obtient 
mome F, + mome F, = (0. (2.10) 


Dans le cas des forces parallèles de sens opposés nous avons en 
vertu de la proportion (2.6) 


FAC = F,°BC, 


ce qui nous ramène comme précédemment à (2.10). Ainsi donc, le 
point d'application de la résultante de deux forces parallèles est 
déterminé par la condition d’annula- 
tion de la somme des moments des 
forces composantes par rapport au 
point cherché. 


2.2. Moment d’un couple de for- 
ces. Le plan IT qui contient les for- 
ces F et —F" du couple de forces Fig. 2.7 
(fig. 2.7) s'appelle plan d'action du 
couple de forces. La distance À séparant les lignes d’action des 
forces est le bras de levier du couple de forces. 

Le moment m du couple de forces F, -F' est le produit (positi 
ou négatif) du module de l’une des forces du couple par le bras de 
levier du couple: 

m = +Fh,. (2.11) 


Si le couple de forces tend à faire tourner son plan d'action dans le 
sens antihoraire, on prend dans (2.11) le signe positif; dans le cas 
contraire (rotation dans le sens horaire), on prend le signe négatif. 
Par exemple, le moment du couple de forces montré sur la figure 2.5 
est négatif, et sur la figure 2.7, positif. 

En regardant la figure 2.7 et les formules (2.9) et (2.11), on 
remarque que 


m = mom\ (—F') = mom,PF, (2.12) 
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c'est-à-dire que le moment d’un couple de forces est égal au moment 
de l’une des deux forces par rapport au point d'application de l'autre. 
Le moment du couple de forces est égal en valeur absolue au double 
de l’aire du triangle qui a pour base une des forces du couple, et pour 
hauteur le bras de levier. Le moment d’un couple de forces est 
mesuré avec les mêmes unités que le moment d’une force. 


2.3. Théorème des rouples coplanaires équivalents. Démontrons 
un théorème qui, avec ses corollaires, détermine les propriétés prin- 
cipales des couples sur le plan. 

Théorème. Deux cou- 
ples coplanaires présentant les 
mêmes moments (en valeur abso- 
lue) et les mêmes sens de rotation 
sont équivalents. 


Démonstration. 
Soient deux couples F, —F" et 
F;,, —F, contenus dans un mé- 
me plan. Les moments de 
ces couples sont 

Fh, = Fh (2.13) 
et leurs sens de rotation sont 
les mêmes. 

a) Supposons d'abord que 
| les forces F'et F, ne sont pas pa- 
rallèles (fig. 2.8). Pour démontrer l’équivalence, nous allons essayer de 
transformer le couple F, --F', par des opérations élémentaires (voir 
ch. 1, n° 2.4), en couple F;,, —F:.Transférons les points d'application 
de F et —F' en À, B et décomposons ces forces en F,, F, et —F.. 
—F;. De toute évidence, F, = F; et F, — F:. Supprimant les forces 
équilibrées F, et —F:, nous voyons que le couple F, —F” est équi- 
valent au couple F,, —F;: 


TASSE PP ES A (2.14) 


Il reste à montrer que F, = F,. À cet effet, montrons que le moment 
du couple F,, —F; est égal à celui du couple F, -—F”. En effet, le 
moment du couple F, —F" est égal en valeur absolue au double 
de l’aire du triangle BAË (hachuré sur la figure 2.8), tandis que 
le moment du couple F,, —F; est égal au double de l'aire du triangle 
BAK. Or, ces deux triangles ont même aire, car ils ont même base AB 
et même hauteur (les sommets Æ et K appartenant à une droite 
parallèle à la base). 

Exprimons les moments sous forme de produit du module de la 
force par le bras de levier. Il vient 


Foh: —— Fh, 


Fig. 2.8 
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La confrontation avec (2.13) nous donne l'égalité 
Fh = Fih,, ou F, =F,. 
Cela revient à dire que 
os —#F,} ee (Fi, —F;}, 
d'où l’on déduit en vertu de (2.14) que 
{F, —F'}co {Fs, —Fi} 


Le théorème est démontré pour le cas a). | 

b) Supposons maintenant que les forces F et F, sont parallèles 
(fig. 2.9). Les moments des couples F, —F" et F,, —F, sont égaux 
comme précédemment : 


F.AB = F,-CD. (2.15) 


Pour démontrer l’équivalence des couples, essayons comme 
précédemment de transformer le couple F, —F" par des opérations 


# 


Fig. 2,9 


élémentaires (voir ch. I, n° 2.4) en couple F,, —F'. À cet effet, 
appliquons en € et D des forces équilibrées F, et _F,, F'et —F. 

La composition de F et F; nous donne une force uniqueR(R =F “a 
+ F,) appliquée en un point E tel que 


F.AE = F,-ED. 
Retranchons de cette égalité l'égalité (2.15): 
F(AE — ÀB) = F, (ED — CD), 
c'est-à-dire que 
F-BE = F,-EC. (2.16} 


Faisons à présent la composition des forces — F” et— F,. Leur résul- 
tante est égale en module à R, orientée dans le sens inverse et appli- 
quée au point Æ, ce qui ressort de (2.16). Supprimons les forces 
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équilibrées .R et —R: les forces F, et —F; qui restent constituent 
le couple demandé. 
Les opérations effectuées s’écriront comme suit: 


+F, —F#")} #9 {F, —F"} + {Fi —F,} NE 
+ {F,, —F;}o !{F, F;} + {—F, —F,} - 
+ {F,, —F} e {R, —R} + {F., —F,}  {F,, #1}, 


Le cas b) est démontré, ce qui achève la démonstration du théorème. 

Ainsi donc, un couple de forces en tant que grandeur mécanique 
se caractérise complètement dans son plan d’action par la valeur du 
moment (signe compris). 

Ce théorème donne lieu à deux corollaires : 

1° Tout couple de forces se laisse transférer rigidement dans son 
plan d'action sans que son effet sur le solide s’en trouve changé. 

2° L'effet du couple de forces reste inchangé si l’on change les 
valeurs des forces et le bras de levier, à condition que la valeur 
absolue du moment, c'est-à-dire le produit de la force par le bras de 
levier, et le sens de rotation du couple restent inchangés. 


2.4. Composition des couples coplanaires. Condition d’équilibre 
d’un système de couples plan. Proposons-nous de faire la composition 
de couples contenus dans un même plan. 


Fig. 2.10 


Soient trois couples F,, —F; F,, —F,; F3, —F,, soient k., h., 
k;, leurs bras de levier respectifs (fig. 2.10). Désignons les moments 


de ces couples par m.,. m, et m3: 
M; — Fh, Mo — Foch: Ma — —EFsha. 


Prenons un segment de droite arbitraire AB — hk et réduisons 

les couples à ce segment. Les forces P,, P,, P, qui forment des cou- 
) à Le 1 Ê0 dut 

piles de bras de levier À équivalents aux couples donnés, seront déduites 
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des égalités 


M — Ph, Ma — Ph, M3 — — Ph ; 
il vient 
Pi= = P,=— = Hp, P;= + = Fs. 
Les forces P,, P,, P; ont même support ; le module de leur résul- 
tante R est égal à 
R — P; + P; —— Pa. 


Désignons la résultante des forces —P,, —P;, —P; par —R, 
/ , ’ ', 


égale en module et parallèle à À, elle est orientée en sens inverse. 
Ainsi donc, les couples F,, —F;; F,, —F,; F3, —F, se réduisent 
à un couple unique R, —R", dit couple résultant des couples de for- 
ces donnés. 

Le moment m du couple résultant est 


m=Rh=(P; + P;—Pyh=m+met+ms, (217) 


c'est-à-dire que le moment du couple résultant est égal à la somme 
algébrique des moments des couples composants. 

Si P; + P, — P3—=0, on à de même P, + P,— P;, = 0, ce 
qui veut dire que le système des forces appliquées en À et B est 
en équilibre. Donc, les couples F,, —F;; F,, —F,; F;, —F; équi- 
valents à ce système sont en équilibre eux aussi. Puisqu’on a m — 0, 
il vient 

mm + Mo + M3 = 0. 


Ainsi donc, les couples donnés sont en équilibre si la somme 
algébrique de leurs moments est égale à zéro. Ceci est précisément 
la condition d'équilibre des couples coplanaires *). Le résultat dégagé 
se laisse étendre à un nombre quelcon- 
que de couples. 


Exemple 2.1. La poutre horizon- 
tale AB (fig. 2.11) est sollicitée par un cou- 
ple de forces de moment m, << 0. Détermi- 
ner la réaction aux appuis si l'appui gauche 
A est une articulation fixe et l'appui droit 
B un rouleau; la distance entre appuis 
AB=1,. : 

Solution. (Considérons l'équili- Fig. 2.11 
bre de la poutre. Supprimons les liaisons 
en leur substituant les réactions R, et R3. Maintenant la poutre est soumise 
à l'action d’un couple de forces de moment m,, ainsi qu'à l’action des forces 
R\1 et R3. Un couple de forces ne peut être équilibré que par un autre couple de 
forces : cela revient à dire que les réactions R, et R, forment nécessairement un 


*). Plus exactement, c’est la condition d'équilibre des couples situés dans 
un plan ou dans des plans parallèles. Pour plus de détails, voir ch. V, n° 1.3. 
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couple de moment —m;. La réaction À, du rouleau horizontal étant dirigée 
verticalement vers le haut, on conçoit que R, est de module égal et de sens 
opposé à R;: 

R, + —R ;. 


Quant au moment du couple R,, R3, il est positif, car le couple à équilibrer 
présente un moment m1 << 0. Ecrivons maintenant la condition d'équilibre des 


couples : 
Dm=mtRpl= 0. 
Les modules des réactions cherchées seront alors 


Ra=Rp=—"21>0 


Exercices 


Exercice 2.1. En quel point À de l’arbre (fig. 2.12) doit-on attacher 
une corde de longueur / pour abattre l’arbre en appliquant une force de traction 
minimale ? 


Fig. 2.12 Fig. 2.13 


Indication. Le bras de levier k de la force de traction T par rapport 
au pied © de l'arbre, considéré comme fonction de l’angle &, doit être aussi 
long que possible. 

Réponse. a = 45°, OA — ! sin a — 0,707 1. 

Exercice 2.2. Deux barres homogènes AB, BC (BC = 2AB) sont 
rigidement assemblées à 90° (fig. 2.13). L'’extrémité À est suspendue à un fil. 
Déterminer la tension T du fil O4: et l'angle «& du système en position d'équilibre 
si le poids de AB est P et celui de BC est 2P. 


Réponse. T = 3P, tg à — = 


CHAPITRE III 


SYSTÈME DE FORCES PLAN 


Si toutes les forces appliquées au solide sont contenues dans un 
même plan, on dit que le système de forces est plan. Soit un système 
plan formé par des forces F., F,, . .., F, quelconques, c’est-à-dire 
disposées d’une façon arbitraire sur le plan. Portons les forces F, 
et F, au point de concours de leurs directions et faisons leur compo- 
sition d’après la règle du parallélogramme : nous obtenons une résul- 
tante R,, — F, + F,. Si les forces F,, F, sont parallèles, R,, s’'ob- 
tient par la règle de composition des forces parallèles. Faisant par 
le même procédé la composition de R,, avec la force F;, nous obte- 
nons une nouvelle résultante R,,:, et ainsi de suite. Un cas parti- 
culier se présente lorsque les forces à composer forment un couple: 
on fait alors la composition de tous les couples trouvés en appliquant 
la règle définie au chapitre II, n° 2.4. 

Après avoir effectué la composition successive de toutes les 
forces (et de tous les couples), on obtient dans le cas général une 
résultante générale À’ et un couple résultant P, —P". Il y a des 
cas particuliers où le moment du couple résultant est égal à zéro, 
la résultante générale est égale à zéro, ou enfin la résultante générale 
et le moment du couple résultant sont nuls tous les deux. Dans ces 
cas le système de forces considéré est équivalent à une résultante 
unique, ou à un couple résultant unique, ou encore à zéro (système 
de forces équilibré). 

Or, dans le cas général, un tel mode de composition des forces 
s'avère peu commode. Nous utiliserons une méthode plus générale 
et plus commode, qui simplifie le calcul et facilite l'interprétation 
mécanique du problème. 


$ 1. Réduction du système de forces plan à un centre donné 
1.1. Lemme. La force F appliquée en un point À est équivalente 
à un système de forces constitué par la force F° équipollente *) à F et 
appliquée en un point O, et par le couple F, —F". 
} Dans cet énoncé, nous voulons soulign r que les vecteurs F et F’ sup- 


posés libres sont équipollents, tandis que les ivrces F et F' ne sont pas équi- 
valentes,. 


4a* 
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Démonstration. SoitF la force appliquée en À (fig. 8.1). 
Appliquons en © deux forces F’, —F’ directement opposées, paral- 
lèles ‘et égales en module à F. Nous obtenons un système de trois 

forces F, F”, —F" équivalent à la 

F° force F appliquée en À : ce système 
TT LCC2 peut être assimilé à une force F' 
| RG équipollente à F et appliquée en O, 

: et à un couple F#, —F’. Ces rela- 

F Ch tions s’écrivent sous la forme 

Le 90°, FF +4{F, —F') 

d Le lemme est démontré. 
Fig. 3.1 Üne telle substitution s’ap- 
pelle réduction de la force donnée 
à un point O (centre de réduction). Le couple F, —F” s'appelle 
couple associé. Son moment est égal à m — Æ+Fh, c'est-à-dire au 
moment de la force F par rapport au centre de réduction © (voir 
(2.12)): 

m = MO, F. (3.1) 


1.2. Méthode de Poinsot *). Résultante générale et moment 
résultant. Supposons, afin de simplifier les choses, que trois forces 


#3 
| 
£ 
sl 
A 
£ 


Fig. 3.2 


F;, F,, F; soient appliquées en trois points A,, AÀ,, A3 (fig. 3.2). 
Choisissons un point quelconque O contenu dans le plan des forces 
et appliquons en ce point six forces équilibrées deux à deux: F° et 
—F,, Fi et —F;,F;et —F,. Le système de forces obtenu, qui est 
équivalent au système donné, peut être remplacé par un ensemble 
de trois forces F°, F,, F; appliquées en O et trois couples associés 


*) Louis Poinsot, géomètre et mécanicien français (1777-1859). 
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F,, —F;; F,, —F;,; F3, —F;, ce qu'on exprime en écrivant 
{F;, F,, F;:} CD {F., F, F;} + 
+ Fu —F5} + {a —#,} + {Fs, —Fi}. 


Faisant la composition de F, F,, F, par la règle du polygone, nous 
obtenons une résultante R’ appliquée en O: 


R=F+E+E = F + Fi + Ps = DPF». (3.2) 


Le vecteur R’ égal à la somme des vecteurs des forces données et 
appliqué au point © s'appelle résultante générale du système de 
forces donné. Faisant la composition des couples associés par la 
règle décrite au chapitre IT, n° 2.4, on obtient un couple résultant 
P, —P" dont le moment est égal à 


Mo = Mi + Ma + Ms = 
= momo F, + momo F, + momo F; = >DmomoF,. (3.3) 


Le scalaire mA, porte le nom de moment résultant du système de 
forces plan donné par rapport au centre de réduction O. Ici m1, me, ma 
sont les moments des couples associés, qui sont égaux en vertu de 
(3.1) aux moments des forces données respectives par rapport au 
point ©. 

Toutes les opérations effectuées s'écriront sous la forme 


{Fis Fos F3} co R' + {P, —P'}. 


/ 


On ne voit pas le couple résultant P, —P" sur la figure 83.2, 
En effet, Le couple est un effort de rotation dont on peut dire qu'il 
est « étalé » sur le plan et ne se définit pas complètement par son 
moment (voir ch. IT, n° 2.3). Le couple résultant sera cependant 
représenté un peu plus tard, lors de la démonstration du théorème 
de Varignon. 

Tout ce qui vient d’être dit reste valable quel que soit le nombre 
de forces. Dans le cas général, un système de forces plan est donc 
équivalent à une résultante générale R° (voir (3.2)) appliquée en 
un point arbitraire O, et à un couple résultant caractérisé par le 
moment résultant mQ (voir (3.3)). La méthode décrite de composi- 
tion des forces sur le plan s'appelle méthode de Poinsot de réduction 
du système de forces plan à un centre donné. 

De la description de la méthode, il découle que la résultante 
générale est indépendante du centre de réduction choisi; par contre, 
le moment résultant dépend en général du point de réduction, car 
toute variation du centre de réduction fait varier les bras de levier 
des couples associés et Les signes de leurs moments. Plus tard (ch. V, 
n° 2.2) nous citerons une formule qui établit la relation entre le 
moment résultant par rapport à un nouveau centre de réduction et le 
moment résultant par rapport au centre de réduction ancien. Dans 
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ce chapitre, nous nous dispenserons d'établir cette formule, car son 
absence ne nuit pas à la rigueur de l'exposé. 
Passons en revue les cas particuliers qui se présentent lors de la 
réduction du système de forces plan. 
1.3. Cas de réduction à un couple unique. Plaçons-nous d’abord 
dans le cas où la résultante générale À’ — 0, c’est-à-dire dans le cas 
où le polygone des forces connues est fer- 
à: mé, et le moment résultant m, 0. Dans 
\ ce cas le système de forces donné est 
a \.0 équivalent à un couple résultant unique 
P, —P' dont le moment m, est défini par 


VER la formule (3.3). 
2 ge! Proposons-nous de choisir un autre 
0 centre de réduction O,: la résultante gé- 
nr O) gé 


nérale reste nulle comme précédemment, et 

le moment m, du couple résultant P,, 

# —P; reste comme précédemment égal à mo. 

Fig. 3.3 Supposons en effet que mo, Mo: cela 

signifie que, dans le cas particulier consi- 

déré, deux couples P, —P" et P.,, —P: ne sont pas équivalents 

entre eux tout en restant équivalents à un seul et même systè- 
me de forces donné, ce qui est impossible. 


1.4. Théorème de Varignon *). Plaçons-nous dans le deuxième 
cas particulier de réduction du système de forces plan, où Ja résul- 
tante générale R’ --0. Le centre de réduction © restant le même, 
deux éventualités sont à considérer ici: 

a) Le moment résultant est égal à zéro, mo = 0. Cela revient à dire 
que le système de forces donné est équivalent à une résultante unique 
R' appliquée en ©. Il ne s’agit pas de la résultante générale, ce que 
nous exprimerons en supprimant l’apostrophe et en écrivant R au 
lieu de R°: 

F;, F4,:5:5 F,}c-R: 


Si donc la résultante générale est non nulle et le moment résultant 
des forces données par rapport au point © est égal à zéro, le système 
se réduit à une résultante unique 

R=2DF, 
ont la direction passe par le point ©. 

b) Le moment résultant est non nul, mo =-0. Montrons que dans 
ce cas, de même que dans le cas précédent, le système de forces se 
réduit à une résultante unique, dont la direction ne passe pas, cette 
fois-ci, par le point ©. Construisons le couple résultant de telle façon 
que l’une de ses forces composantes (—R") soit appliquée en O et 
orientée à l'opposé de la résultante générale R’ (fig. 3.3). Le bras 


*) Pierre Varignon, mécanicien français (1654-1722), 
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de levier À du couple résultant se définit à partir de l'égalité 


mo — +R"'h, (3.4) 
exactement 
_ Imol 
h — kR 


La seconde force R du couple résultant sera appliquée alors en un 
point O’ de la perpendiculaire élevée en © à la résultante générale 
R', du côté où le sens de rotation de R est conforme au signe du 
moment résultant ms. et tel que 00” = h. Par exemple, dans le cas 
de la figure 9.9 on suppose que Mo 0. Supprimons les forces 
R' et —R appliquées en © : le système de forces donné est donc équi- 
valent à une résultante unique 


R=R'—257F, 


dont le point d'application est O”. 


Théorème de Varignon (pour le système de forces 
plan). Si le système de forces plan admet une résultante unique, son 
moment par rapport à un point quelconque est égal à la somme algébri- 
que des moments par rapport à ce point de toutes les forces du système: 


momo À — >, mom, F4. (3.5) 


Démonstration. On voit sur la figure 3.3 que le moment 
de [La résultante R par rapport au point © est égal à Rh, d’où l’on 
déduit, en vertu de (3.4), que 


Mo = MoM, À. 


D'autre part, le moment résultant m, est égal, d’après la formu- 
le (3.3), [à Ia somme algébrique des moments de toutes les forces 
données par rapport au même point Q: 


Mo — >) MOoMp Fy. 


La confrontation de ces deux dernières égalités nous ramène à la 
formule (3.5). Le théorème est démontré. 

Il est supposé, dans le théorème de Varignon, que le système 
de forces plan donné admet une résultante unique ; or, nous avons 
vu dans les n° 1.3 et 1.4 que cela a lieu si et seulement si la résul- 
tante générale du système de forces est non nulle. 

Il reste à considérer le troisième cas particulier, le dernier, 
celui où la résultante générale et le moment résultant par rapport 
à O s’annulent tous les deux. Le paragraphe suivant est réservé 
tout entier à ce cas. 
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$ 2. Conditions d'équilibre du système de forces plan 


2.1. Trois types de systèmes d’équations d'équilibre. Nous avons 
montré dans le paragraphe précédent que le système de forces plan 
se réduit dans le cas général à une résultante générale R° et à un 
couple résultant de moment m,. Si la résultante générale R” et le 
moment résultant m, s’annulent tous les deux, le système est équi- 
valent à zéro, ou équilibré. Si une grandeur au moins, R° ou mo, 
est non nulle, le système de forces plan se réduit soit à un couple 
résultant unique, soit à une résultante unique, ainsi qu'on l’a 
montré dans les n°% 1.3 et 1.4. Les conditions nécessaires et suffi- 
santes d'équilibre d’un système de forces plan *) sont donc 


R'—0, mo = . (3.6) 


Soulignons que s’il y a équilibre, le moment résultant est nul par 
rapport an importe quel point du plan. Supposons en effet 
qu'il existe un point O, par rapport auquel le moment résultant est 
non nul, mo, 0 ;'avec R” — 0, on se trouve alors en présence d’un 
système équilibré équivalent à un couple résultant de moment 
Mo,, Ce qui est impossible. 

Projetons la résultante générale R’ sur les axes de coordonnées 
Ox et Oy (non perpendiculaires en général), les relations (3.2) et 
(3.3) nous permettent d'écrire les conditions d'équilibre du système 
de forces plan sous forme analytique: 


=D X,=0, R=DY,—0, 


9.7 
Mo = >, momo F, = 0. D 


Nous avons démontré ce qui suit: 

1. Pour que le système de forces plan soit en équilibre, il faut et il 
suffit que: 

a) La somme des projections de toutes les forces du système sur chacun 
de deux axes de coordonnées arbitraires soit égale à zéro; 

b) la somme des moments de toutes les forces par rapport à un DhinE 
quelconque du plan soit égale à zéro. 

Nous venons d’exprimer les conditions d’équilibre sous forme 
de trois équations (3.7) dont deux se rapportent aux projections et 
une aux moments. Maintenant nous allons déduire deux autres 
énoncés des conditions d'équilibre du système de forces plan. 

Supposons que s’annulent les sommes des moments de toutes les 
forces par rapport à chacun des deux points arbitraires À, B et la 
somme des projections sur un axe Ax non perpendiculaire à AB: 


D'moms F,=0, Xmoms F,=0, YX,=0. (38) 


*) Il serait plus juste de dire « conditions d'équilibre d’un solide parfait 
sollicité par un système de forces plan ». 
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Montrons que le système est en équilibre. Supposons que le système 
soit réduit au point À. Conformément à la première condition, le 
moment résultant par rapport à À est égal à zéro: 


Ma = à moma F, —= 0, 


si bien que le système de forces donné est équivalent à une résul- 
tante unique R appliquée en À (fig. 3.4). Montrons que R — 0. 
D'après le théorème de Varignon (3.5) et la deuxième condition de 
(3.8), on a 


momz R = >, momz F, = 0. 


On a donc ou bien À — 0, ou bien la direction de R passe par le 
point B. Supposons que la seconde conjecture soit vraie. Traçons 


Fig. 3.4 Fig. 3.5 


la résultante BR (en trait pointillé sur la figure 3.4). C'est la troisième 
condition de (3.8) qui tombe alors en défaut, car on a 


Riz DX, 0. 


Si donc toutes les conditions (3.8) sont vérifiées, on a À — 0, ce qui 
revient à dire que le système de forces considéré est en équilibre. 
Les conditions (3.6) étant nécessaires, il en est de même des condi- 
tions (3.8). Nous venons donc de démontrer ce qui suit: 

II. Pour que le système de forces plan soit en équilibre, il faut et il 
suffit que: 

a) la somme des moments de toutes les forces par rapport à chacun 
des deux points arbitraires du plan soit égale à zéro; 

b) La somme des projections de toutes les forces sur un axe (non 
perpendiculaire à la droite joignant les points dont il s’agit en (a)) 
soit égale à zéro. 

Cette fois-ci les conditions d'équilibre se traduisent par deux 
équations pour les moments et une équation pour les projections 
(voir (3.8)). 
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Supposons enfin que les sommes des moments de toutes les 
forces par rapport à trois points non alignés À, B, C soient nulles: 


S'mom,F,— O, bà momp F4 = 0, 
D mMmOMc F, 0 


Montrons que le système de forces est équilibré. Admettons que le 
système soit réduit à À. La première condition de (3.9) nous donne 


(3.9} 


MA — 0, 
et la deuxième, 


momp R = > momg F, = 0. 


On a donc soit À — 0, soit À -£0, et la direction de R passe par B. 
Supposons que la seconde conjecture soit vraie et traçons la résul- 
tante R (en trait pointillé sur la figure 3.5). Conformément au théo- 
rème de Varignon (3.5) et à la troisième condition de (3.9) 


mome À — D momo F, = 0 


et, puisque R -£0, la direction de R doit passer également par Île 
point € (en trait mixte sur la figure 3.5). Or, cela est impossible, 
car À, B et € ne sont pas alignés. Il y a contradiction; cela prouve 
qu’on a en réalité À — 0, c'est-à-dire que le système de forces est 
en équilibre. Puisque les conditions (3.6) sont nécessaires, on conçoit 
que les conditions d'équilibre (3.9) sont non seulement suffisantes 
mais aussi nécessaires. Nous avons démontré le théorème 
des trois moments: | 

III. Pour que le système de forces plan soit en équilibre, il faut et il 
suffit que la somme des moments de toutes les forces par rapport à chacun 
de trois points non alignés du plan soit égale à zéro. 

Dans ce cas l’équilibre se définit par un système de trois équa- 
tions (3.9) imposées aux moments. 


2.2. Cas particuliers du système de forces plan. Considérons l’équi- 
libre du solide soumis à l’action d’un système de forces plan. Chaque 
système de forces doit vérifier un certain nombre d'équations pour 
se trouver en équilibre. Dans le cas général d’un système de forces 
plan ces équations sont au nombre de trois et peuvent se présenter 
sous trois formes possibles (voir n° 2.1). Examinons à présent deux 
cas particuliers. 

a) Système plan de forces concourantes. Les directions des forces 
coplanaires viennent se couper toutes en un point unique O. Le 
moment de chacune des forces par rapport à O est égal à zéro. La 
dernière des équations (3.7) devient identité, tandis que les deux 
premières équations 


D X,=0,  DY,—=0 (3.10) 
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définissent l'équilibre du système plan de forces concourantes. 
On peut les déduire aussi du système d'équations (1.28), puisque 
les projections des forces coplanaires sur l’axe Oz perpendiculaire 
à leur plan sont égales à zéro. 

b) Système plan de forces parallèles. Les directions des forces 
coplanaires sont toutes parallèles à l’axe Ox (fig. 3.6). La projection 
de chaque force sur l’axe Oy 


perpendiculaire à Ox est égale 

à zéro. La deuxième des équa- ET 

tions du système (3.7) devient y 

identité, tandis que la pre- ET Dr: 
mière et la troisième, À cd 


Zx,=0 Le T 
| A — 0, | ré 
| (3.14) TT 
>, momo F, = 0, 0 £. 
définissent l'équilibre du sys- 
Ed 


tème plan de forces parallè- 

les. Remarquons que le pre- 

mier membre de la première Fig. 3.6 

équation (3.11) est la somme 

algébrique des forces: cela veut dire que les modules des 
forces parallèles à Ox interviennent dans cette somme avec le signe 
positif si les forces sont de même sens que 
Ox, et avec le signe négatif si elles sont 
de sens contraires. | 


Exemple 3.1. Le poids de la grue rou- 
lante sans contrepoids est égal à G. La ligne 
d'action de G passe à une distance c du rail 
gauche À. L'écartement des rails AB — a. La 
force de levage du chariot de grue est égale à 
P, le porte-à-faux de la flèche est égal à Z (fig. 
3.7). Quels sont le plus petit poids Q© du con- 
trepoids et la plus grande distance x entre le 
contrepoids et la verticale du rail droit B 
garantissant la stabilité de l'engin en toute 
ROSAOR du chariot, tant sous charge qu’à vi- 

e : | 

Solution. Considérons l’équilibre de 
Ja grue. Supprimons les liaisons, c'est-à-dire 
les rails, en leur substituant les réactions R4 

Fig. 3.7 et R4. L’engin est sollicité par un système de 

forces parallèles de sens opposés: les forces de 

poids p, G et @ sont orientées verticalement vers Le bas, et les réactions des 
rails R, et RA3 sont orientées verticalement vers le haut. | 

Premier cas. Le chariot porte un poids maximal en bout de la flèche, 
p = P. Il y a risque de basculement de la grue du côté gauche (autour du 
point À); nous mettrons donc la deuxième équation (3.11) sous la forme 


D moma F = PI+G—Q(x+a) +Rpea = 0. 
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D'où 
Pl+G—Q{+a)=—-Rga. 


Remarquons que R 4 > 0, la réaction R3 ne s’annulant qu'au moment initial 
de basculement du côté gauche. Il vient donc 


PI+Gc—Q{(z+a)<0, ou PI4+ Gce— Qa< Oz. ({) 


Deuxième cas. Le chariot ne porte aucun poids, p = 0. Il y a ris- 
que de basculement de la grue du côté droit (autour du point B); nous écrirons 
donc la deuxième équation (3.11) sous la forme 


DimomgF = G(c+a)—Qr— Ra =, 


G(c+ a) — Qr = Ru. 


Puisque R,4 > 0, l'égalité n'ayant lieu qu’au moment initial de basculement 
du côté droit, on a 


G(c+a)—0z2>0, ou Qr<G(c+a). (2) 
Les inégalités (1) et (2) peuvent s’écrire sous la forme 
PL Gc— Qa <Q: <G(c+a); 
leur compatibilité nécessite l'inégalité 
Pl+G—Qa<G(c+a), 


D] 


d'où 


d'où 
0 > Pi— Ga 


_— Qmine 


… C'est le second membre de la dernière inégalité qui exprime le poids mini- 
mal du contrepoids. Si l’on à en particulier 


PI Ga<0, 


le contrepoids devient inutile. Nous poserons que PI > Ga. De l'inégalité (2) 
il ressort que 
G (c+a 
:< 9, 
Portons Qmin dans le dénominateur: nous obtenons la plus grande distance 
admissible entre la ligne d’action du contrepoids et le rail droit 


G(c+a)  G(c+a) 


Qrmin _ PI—Ga 


Nous n'avons pas appliqué la première équation (3.11), car nous n'avons 
pas eu à chercher des réactions inconnues. Connaïissant p, Q et z, nous pour- 
rions chercher les modules des réactions R, et RA à l’aide de deux équations 
(3.11); à partir des réactions, nous pourrions déterminer les forces de pression 
de la grue sur les rails, qui sont égales en module aux réactions. | 


c) Condition d'équilibre du levier. On entend par levier un solide 
qui peut tourner autour d’un axe fixe © sous l’action des forces 
F,, F,, ..., F, agissant dans un plan Oxy perpendiculaire à l’axe 
de rotation (fig. 3.8). Les leviers du premier et du second genre en 
sont les exemples les plus élémentaires. 
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En étudiant l'équilibre du levier, nous ajouterons aux forces 
connues les composantes des réactions de l'articulation O, à savoir 
Xo et Yo. Elles ne figurent cependant pas dans la troisième équa- 
tion (3.7), aussi l'égalité 


2 momo F, =0 (3.12) 


est-elle la condition d'équilibre du levier. 

Mettons les projections À, et Y, des réactions de l'articulation O 
sous forme explicite dans les deux 
premières équations (3.7): 


# 


v=1 


+ > y =. 0 3 
v=1 ‘ 
il vient 


Xe ZX Fo x Ÿ.. 
V= V— 


" ‘ - Fig. 3.8 
2.3. Problèmes isostatiques et 


hyperstatiques. Passant aux exem- 

ples, signalons que les problèmes d'équilibre d’un système de forces 
plan doivent être abordés par analogie aux problèmes relatifs à un 
système de forces concourantes. Tout d’abord on s'établit sur un 
solide dont on envisage l'équilibre. Après avoir indiqué sur le dessin 
les forces données et les forces cherchées (les réactions de liaison 
y comprises) et choisi un système de coordonnées, on écrit les équa- 
tions d'équilibre. L’équation des moments doit se rapporter de 
préférence au point de rencontre de la plus grande partie des forces 
inconnues. On peut utiliser n'importe laquelle des trois variantes 
de systèmes d'équations d'équilibre (n° 2.1), pourvu que les équa- 
tions soient aussi simples que possible. 

Si le nombre des forces inconnues (auxquelles se rapportent 
aussi des composantes isolées quand la direction de la force est 
inconnue) est égal au nombre des équations d'équilibre indépendan- 
tes qu'on peut 6 pour la structure considérée, on dit que le 
problème est statiquement déterminé, ou isostatique. S'il y a plus de 
forces inconnues que d'équations d'équilibre indépendantes caracté- 
risant la structure considérée (un solide ou un système de solides, 
voir n° 2.4 ci-après), on dit que le problème est statiquement indé- 
terminé, ou hyperstatique. | 

Etudions à titre d'exemple l'équilibre d’une poutre horizontale 
sollicitée par des forces connues P, et P,. La poutre s'appuie à gauche 
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sur une articulation fixe À, et à droite sur un rouleau B (fig. 3.9). 
On demande de savoir les réactions aux appuis. | 

Il y à trois composantes inconnues des réactions (voir ch. Ï, 
n° 2.9) X,, Ÿ,, N, pour trois équations d'équilibre: le problème 
est isostatique. 

Considérons à présent l’équilibre d’une poutre horizontale AC 
fabriquée d’une seule pièce (non composée) qui repose sur un rouleau 
intermédiaire auxiliaire B (fig. 3.10). [1 y a maintenant déjà quatre 


Fig. 3.9 Fig. 3,10 


composantes inconnues des réactions X,, Ÿ ,, Nc, N, pour seule- 
ment trois équations d'équilibre indépendantes. Le problème de 
recherche des réactions aux appuis d'une poutre monobloc à trois 
appuis est hyperstatique: il peut être résolu par les méthodes de 
la résistance des matériaux en fai- 
sant intervenir la flexion de la 
poutre. | 

Avant même il’aborder le pro- 

blème, nous pouvons, en comptant 
les forces inconnues et en confron- 
tant leur nombre avec celui des 
équations d'équilibre, dire d’em- 
blée s’il s’agit d’un problème 
isostatique ou hyperstatique. 

Exemple 3.2. Une échelle AB 

est adossée à un mur poli sous un angle 
par rapport à l’horizontale; le poids de 
Fig. 3.41 l’échelle est P. Un homme de poids Q 

Da se tient dans un point D de l'échelle, à 

» : | une distance de 1/3 de la longueur de 
l'échelle à partir de l'extrémité supérieure de celle-ci. Déterminer les efforts 
excrcés par l'échelle sur le mur et sur l’appui (fig. 3.11). 

.. Solution. Considérons l'équilibre de l'échelle AB. Remplaçons les 
liaisons par les réactions NW, perpendiculaire au mur (car celui-ci est poli)et Ra 
(réaction de l'appui). On ne connaît ni le module ni la direction de R,, aussi 
sera-t-elle remplacée par deux composantes X 1, Y À dirigées suivant les axes du 
système de coordonnées choisi Oxy. Pour mettre l’équilibre en équations, nous 
choisissons la variante (3.7). Calculons d'abord les bras de levier k, h, et hs 
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des forces N », Q et P par rapport au point À (fig. 3.11): 


h, = I sin ÿ, ha= + 1 cos q; hs= + Los, 


où £ — AB est la longueur de l'échelle. Ainsi donc, 
DX=NgtXa—0, DY=—Q—-P+Ya=0, 
>» mom À F=Q = l cos p+ Pen 1 008 p— N pi sin p—0. 


Divisons la dernière équation par { sin @ et explicitons NW ,: 
NB— (£ LES P| cotg . 
. V3 2 
Les deux premières équations nous donnent 
/ 2 4 
Qu P\cotgp, Ya—Q+P 


Le signe négatif de X, indique que la projection de la force R, sur l'axe Ox 
est négative, ce qui veut dire que la composante X, est orientée vers la gauche 
(voir lg. 8.11}. Le module et la direction de la réaction R, se déduisent des 
formules 


ee 
Ra=VIir Ta J/ (20+2P)" cotep+(0+ Pr, 
__Ya _6(0+P) 
Te Pal Vo ee 


où ÿ est l'angle Que fait la réaction R, avec la direction négative de l’axe Oz. 
Exemple 3.3. Une barre ho- 


mogène AD de longueur 2} et de poids P nÿ 

bute en À dans un angle rentrant et re- À 7 
pose en B sur un angle saillant. Les dis- 2 

tances sont indiquées sur la figure 3.12; Z 


on à << y a? + b? < 21. Déterminer 
les réactions. 

Solution. Etudions l'équilibre 
de la barre AD. Supprimons les liai- 4° 
sons en les remplaçant par une réaction | | Ta T 
RAR perpendiculaire à la barre et une 
réaction RA qui représente la somme géo- 
métrique de deux composantes normales Fig. 3.12 
X4, YA. Traçons les axes de coordonnées 
comme il est montré sur la figure 3.12 et écrivons les équations d'équilibre: 


DX=Xa +R cos (90° + a) = 0, 


DY=YA—-P+RAcosa= 0, 
>, mom, F = —P.AC cos a + Rp AB = 0. 


Le module de R,, se déduit immédiatement de l’équation des moments: 


NS 


RS 


Pat 


a 


AC la 
RB= 78 ? COS PTT P, 
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car 
[4 4 


AC—=I, AB=vyar+b, cosa———|, 
V a+ TEE 


La première équation d'équilibre nous donne 
lab 
(+02) Var 


De la deuxième équation d'équilibre on tire 


X 4 =R> sin Œ — 


(a2+b2) Va+ bi 


Le module et la direction de la réaction R, se calculent par les formules 


Ya=P—Rpcosa=| 1 | P. 


a | TN YA 
Ra=VXRTYA tg(Ra, 45)=—£., 
À À 

L'exemple 3.3 peut aussi être résolu graphiquement, en faisant intervenir 

le théorème des trois forces (ch. I, n° 2.6) et en construisant ensuite le triangle 
des forces P, R, et Rz. 

Exemple 3.4. Une extrémité de la barre homogène AB de poids Q — 

— 200 N prend appui sur le sol horizontal poli, et l'autre sur un plan poli 


Fig. 3.13 


incliné sous 45° sur l’horizontale. L’extrémité B de la barre est soutenne par une 
corde passée autour d’une poulie C et munie d’une charge de poids 2. Le brin 2C 
de la corde est parallèle au plan incliné. Sans tenir compte du frottement dans 
la poulie, déterminer le poids de la charge P et les efforts exercés sur le sol et 
sur le plan incliné (fig. 3.18). 

Solution. Considérons l'équilibre de la barre 4 B. On connaît la force Q 
appliquée au milieu de la barre et dirigée verticalement vers le bas. On ignore 
les réactions W1, N A et le poids de la charge P. Le sol et le plan incliné étant 
polis, les réactions NA et NW, sont normales. La force P est dirigée suivant le 
brin BC de la corde. Les directions des axes de coordonnées choisis sont montrées 
sur la figure. 

Ecrivons les équations d'équilibre sous la forme (3.7). La somme des pro- 
jections de toutes les forces sur l’axe 4x est 


SX = N% cos 45° + P cos 135° = 0. (a) 
La somme des projections de toutes les forces sur l'axe Ay est 


D Y=—-Q+ NA + Ng cos 45° + P cos 45° = 0. (b) 
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La somme des moments de toutes les forces par rapport au point B est 
>: mom p F — —Q{#7 cosp+NAAB cos p—0. 
On tire de (c) et de (a) respectivement: NA = Q/2 = 100 N, N, = P. 
Portant ces valeurs dans (b), on obtient 


2NpCos45 = Q —N,, 
d’où 


Exemple 3.5. L'’extrémité À de la barre homogène AB de poids P 
prend appui sur un plan poli horizontal, et son extrémité B, sur un plan poli 
vertical. À l’extrémité À de la barre est attaché un fil passé autour d’une poulie 


Fig. 3.14 Fig. 3.15 


et muni d’une charge de poids Q. Sans tenir compte du frottement dans la pou- 
lie, déterminer l’angle & que fait la barre en équilibre avec le plan horizontal 
(fig. 3.14), | 

Solution. Considérons l'équilibre de la barre AB. Nous connaissons 
la force P appliquée au milieu de là barre AB et la force de tension T du fil, 
égale en module à @ (7 — ©). Les deux plans d'appui étant polis, les réactions 
correspondantes W,, WA sont normales. 

La troisième équation de (3.7) nous donnera la somme des moments par 
rapport au point de concours des directions des réactions W, et N,: 


> momeF=——P cos a +- OI sin a —0, 
où L est la longueur de La barre. On en déduit l’équation pour l’angle « : 
+ sl 
£ EE 2Q e 


2 Did premières équations d'équilibre du système (3.7) nous fourniront N,4 
et Np: 

Éxemple 3.6. Une ferme repose sur un appui fixe À et un appui mo- 
bile B. Toutes les barres horizontales de la ferme ont même longueur a — 8 m. 
La hauteur » de la ferme est 6 m. Aux nœuds Cet D de la ferme sont appliquées 
une force horizontale F, — 2 kN et une force verticale F, — 10 kN. Déterminer 
les réactions aux appuis (fig. 3.15). 


5—01146 


66 SYSTÈME DE FORCES PLAN 0H 10 


Solution. La réaction R, de l’appui mobile est dirigée perpendiculai- 
rement au plan d'appui et orientée vers le haut. Au lieu de la réaction R, de 
l'appui fixe, prenons ses deux composantes X,, YA portées par les axes de 
coordonnées montrés sur la figure. 

Mettons en équations (3.8) les forces appliquées à la ferme en équilibre. 
La somme des projections de toutes les forces sur l’axe 4x est 


DX=F+X4=0. (a) 

La somme des moments de toutes les forces par rapport au point À est 
>) momy F = —Fih — F,2a + Rp°3u = 0. (h) 

La somme des moments de toutes les forces par rapport au point 2 est 
>, mom = —Fh + Fa — Y,:38a = 0. (c) 
L’équation (a) nous donne X, = —F, = —2 LN. Le signe négatif indique qu'en 


réalité la composante X, est orientée dans le sens inverse de la figure. Sa direc- 
tion vraie est tracée en trait pointillé. L'équation (b) nous donne 


Rg= TEE LT AT UN, 
Enfin, de l'équation (c) 
Ya at 0 2 83 kN. 


La réaction d'appui totale R, a comme module 
Ra= VIA +2, = 3,47 &N 


et sa direction est définie par l'angle 


@—arctg Ya = arctg (— 1,42) — 125° 
À À 


qu'elle fait avec l’axe Az. 


2.4. Equilibre d’un système de solides sous l’action de forces 
coplanaïires. Les forces agissant sur une structure constituée par 
plusieurs corps solides parfaits peuvent être classées en deux groupes. 
Au premier groupe se rapportent les forces extérieures, c'est-à-dire 
les forces exercées sur la structure par des solides étrangers à celle-ci. 
S'y rapportent également les réactions de liaison, à l'exception des 
réactions aux points de contact des solides. Le second groupe est 
constitué par les forces intérieures, c'est-à-dire les forces d’interac- 
tion entre Les solides qui forment la structure. Expliquons-le à l’aide 
d’un exemple. 

Soit une structure constituée de deux solides: une poutre AB 
et une poutre CD, posées sur trois appuis À, D et Æ; la poutre AB 
repose librement sur la poutre CD (fig. 3.16). Les poids P et Q et 
les réactions des appuis R,, R, (verticales, car les actions données 
sont verticales), R£ sont extérieures par rapport à la structure con- 
sidérée dans son ensemble. Au contraire, la pression de la poutre 
AB sur la poutre CD, représentée par la force R,, au même titre 
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que la réaction de la poutre CD, représentée par R;, est une force 
intérieure. Soulignons que la force R, est appliquée à la poutre AB 
et la force RÇ à la poutre CD. Il convient de se référer en chaque 
cas à l’axiome IIT (principe de l’action et de la réaction, ch. I, n° 2.5) 
selon lequel Re — R3. S'agissant de l'équilibre du système dans 
son ensemble, les forces intérieures n’interviennent pas dans les 


Fig. 3.16 


équations d'équilibre, car elles « s’annulent deux à deux »: nous 
avons étudié cela en détail dans l’axiome V du n° 2.5 et dans le 
lemme du n° 2.7, ch. I. 

Si la structure se compose de plusieurs solides, il convient de 
discuter son équilibre général, mais aussi l’équilibre de chacune 


a) 


Fig. 3.17 


de ses parties constitutives. Les solides peuvent être assemblés 
entre eux de différentes façons; nous en verrons quelques-unes. 

a) Les solides faisant partie de la structure s'appuient les uns 
sur les autres par des surfaces polies. Dans ce cas les forces inté- 
rieures, c’est-à-dire les forces de pression réciproques, sont dirigées 
suivant la normale commune à la tangente au point de contact 
(fig. 3.17, a), ou bien suivant la normale à la surface d'un solide au 
point de son contact avec l’autre (fig. 3.17, b). 

b) Les solides sont liés entre eux par une barre inextensible dont 
les extrémités sont articulées aux solides, ou bien par un fil flexible 
inextensible (fig. 3.18). Les réactions de la barre sont dirigées sui- 
vant celle-ci dans le cas où le poids de la barre est à négliger ; quant 
à la réaction du fil flexible, elle est toujours orientée en dedans du 
fil. 


5* 
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c) Les solides sont articulés entre eux (fig. 3.19, point €). Puisque 
l'effort du solide‘A est transmis au solide B par l'intermédiaire d’une 
articulation, la direction de cet effort, c’est-à-dire de la réaction de 
f | ; 


Fig. 3.18 Fig. 3.19 


l'articulation RÇ (ou —Rc, pour le cas réciproque), est inconnue 
à priori. Dans un tel problème, on décompose généralement la 
réaction de l'articulation suivant les deux axes de coordonnées. 

Exemple 3.7. Soit un arc ABC à trois articulations, de poids nul, 


sollicité par une force verticale P. Toutes les dimensions sont indiquées sur la 
figure 3.20, a. Déterminer les réactions aux articulations 4, B et C. 


b) 


Fig. 3.20 


Solution. La structure dont on envisage l'équilibre se compose de 
deux solides: un demi-arc AB et un demi-arc BC articulés en B. L'équilibre de 
l’ensemble est assuré par les forces suivantes: 

— forces extérieures: force P et réactions R1, RQ des articulations À, C: 

— forces intérieures :j forces R, et R, — —R}, c'est-à-dire efforts mutuels 
des deux demi-arcs transmis par l'articulation B. . 

Désignons les projections des réactions R,, R, sur les axes de coordonnées 
par X 4, Ÿ4 et Xe, Yc. L'équilibre de la structure tout entière — arc à trois 
articulations 4BC assimilé à un solide parfait unique — sc traduira par trois 
équations du type (3.7) 


DX= Xa+Xc=0, D Y=Ya+Yce—P=0, 
S'momy F= —Pa+ Yo+2= 0. 
Aucune force intérieure n’y figure. De la troisième équation on obtient 
Pa 


et de la deuxième, 
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Quant à la première, elle ne nous apprend rien d'autre que 
X À — —Xp. 


Pour déterminer séparément X, et X4, ainsi que R», étudions l'équilibre 
d'une partie de la structure. Les schémas des forces en jeu sont représentés 
sur la figure 3.20, b. On choisit généralement la partie dans laquelle il y a ie moins 
de forces en jeu. Dans le cas considéré, ce sera le demi-arc de droite BC. Mettons 
son équilibre en équations du type (3.7), supposant à priori que les projections 
XB et Y8 soient positives (la composante ŸZ est montrée sur la figure 3.20, b 
en trait pointillé): 


S'X=XB+Xc=0, D Y=YB8+Yc=—0, 
S'momc F=—YBl—XBh= 0. 


D'où l’on tire 
Pa U Pa . —. Pa. 


CS ee qu: 
et donc - 
a 
RE TS 


La direction vraie de la composante Ÿ, est montrée sur la figure 3.20, b en 

trait plein. | | 
On n’a pas eu à discuter l'équilibre du demi-arc de gauche AB. Au lieu 

de considérer l’équilibre de la structure comme un tout, on pourrait envisager 


Fig. 3.21 


séparément l'équilibre de ses deux parties: on obtiendrait au total six équations 
d'équilibre indépendantes pour six inconnues X4, Ya, Xe Ye, XB et Yp 
compte tenu des égalités concernant les projections des forces intérieures: 
X B — —XB, Y — —_YB. 

Exemple 3.8. Deux poutres AC et BD de longueur égale sont articulées 
entre elles en D et articulées à un mur vertical en 4 et B. La poutre AC est hori- 
zontale, la poutre BD fait un angle de 60° avec le mur. La poutre AC est solli- 
citée en Æ par une force verticale P, = 20 kN et en C par une force Q = 50 kN 
appliquée sous un angle de 30° sur l'horizontale. La poutre BD est sollicitée 
en F par une force verticale P, — 20 kN. Les dimensions connues sont AE — 
= ga =— 2 m, AC — BD = b — 6 m. Déterminer les réactions dans les articu- 
lations 4, B et D (fig. 3.21). 

Solution. L'équilibre des poutres AC et BD est assuré par l’action des 
forces connues P.,, P., Q et des forces inconnues X,, Y4, Xp, YB. On a done 
quatre inconnues pour seulement trois équations d'équilibre relatives à [a struc- 
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Nenne par les poutres AC et BD : le problème paraît de prime abord irré- 
soluble. 

Cherchons les réactions en 4 et B. A cet effet, mettons en équations l’équi- 
libre du système de poutres AC, BD considéré comme un ensemble monobloc. 
Projetons toutes les forces sur les axes À x, A y et écrivons l’équation de la somme 
des moments par rapport au point À. Il vient 


DX=XA+ X8+ 0Q cos 30° — 0, (1) 
DY = —P, — P3+ 0 cos 120 + Ya + Yg= 0, (2) 
> mom À F=—Pie— P,+ cos 30° — Qb sin 30°+ X 2 b cos 60° —0, (3) 


Pour reconstituer l’équation qui manque, mettons en équations l'équilibre 
de la poutre BD en remplaçant l’action de AC sur BD par les composantes X2, 
Yp de la réaction Rx appliquée en D (fig. 3.21, a). Projetons toutes Les forces 
appliquées à la poutre BD sur les axes de coordonnées Bz, By et écrivons l’équa- 
tion de la somme des moments par rapport au point D. I] vient 


DX=X8—-Xp=0, (4) 
Do À 65) 
>, momp F—P, % sin 60°+ X 3 b sin 30°—Y gl: sin 60° —0. (6) 


Cela revient à se donner encore deux inconnues Xp, Ÿ p, Soit six inconnues 
au total; or, aux trois équations d'équilibre existantes viennent s'ajouter trois 
autres équations. On obtient de cette façon un système de six équations qui per- 
met de déterminer toutes les six composantes des réactions en À, B et D. 
De l’équation (3) 
À 
XB=-—-— 
8° bcos 60° 
De l'équation (4) 
X a = —Xp — Q cos 30° — —124 KkN. 
Puis de l'équation (6) 
sin 30° 


1 
Ya Pit rege Xe 56.6 KN. 


(Pra ca - P,b cos 30° + Qb sin 30°) —=80,7 KN, 


De l'équation (2) 
YA = Pi + Ps + Q sin 30° — Y 3 — 8,4 kN 
et finalement des équations (4) et (5) 
X p — Xp — 80,7 kN, Yp = Yp— P2 — 36,6 KN. 

Un système d'équations suffisant pour déterminer les réactions inconnues 
peut être obtenu d’une autre façon, si l’on envisage séparément l'équilibre des 
poutres BD et AC sans faire intervenir Les conditions d’équilibre de la structure 
considérée dans son ensemble, c’est-à-dire sans écrire les équations (1) à G. 
En effet, projetons toutes les forces appliquées à la poutre AC sur les axes de 


coordonnées et écrivons les équations pour la somme des moments par rapport 
au point À (fig. 3.21, b). Il vient 


D'X = Xa + Xp + Q cos 30° = 0, (7) 
S'Y — —P, +0Q cos 120 + Ya + Yp=0, (8) 
D momy F = —Pia — Qb sin 30° + Yh b sin 60° = 0. (9) 
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Les équations (4) à (9) nous donneront bien sûr les mêmes valeurs des réactions 
que précédemment. 

Soulignons que les équations (7) à (9) peuvent être utilisées pour vérifier 
la solution de (1) à (6), ces équations étant considérées dans ce cas comme condi- 
tions d'équilibre de la poutre AC. Nous laissons au lecteur le soin de porter les 
valeurs trouvées de X 4, Y 4. Xp, Ÿ p dans les équations (7} à (9) et de constater 
que ces conditions sont identiquement vérifiées. On pourrait aussi chercher la 
solution du système (4) à (9) et utiliser pour le contrôle le système ({) à (3), con- 
sidéré comme conditions d'équilibre de la structure tout entière. 

Remarquons qu’en discutant l'équilibre de l’une quelconque des poutres, 
AC ou BD, la direction des composantes X, et Y , de la réaction n’a aucune 
importance. Or, en discutant l'équili- 
bre de la seconde poutre, les composan- 
tes de la réaction au point considéré 
devraient être orientées dans le sens 
inverse, en vertu du principe de l’ac- 
tion et de la réaction. 


Exercices 


Exercice 3.1. Une barre 
homogène AB de longueur ? et de 
poids P repose en son extrémité B sur Fir. 3.22 
le plan horizontal OB, et en son point Be 
D sur la surface polie d’un cylindre circulaire droit ; BD —j21/3 (fig. 3.22). Quelle 
force horizontale S doit-on appliquer en B pour maintenir fa barre sous un angle 
donné «& par rapport à l'horizontale ? Quelles sont les forces de pression exercées 
par la barre sur le plan et le cylindre ? 


3 3 
Réponse. S — SP sin 2a, Ny = (1— 3 cos? a)P, Np =} P cos à. 


Les forces de pression sur le plan et sur le cylindre sont de module égal et de sens 
opposés aux réactions Ng et Wp. 


Fig. 3.23 Fig. 3.24 


Exercice 3.2. Un arc en treillis repose en B sur une articulation fixe 
et en À sur un rouleau dont le plan d'appui fait un angle de 30° avec l’horizon- 
tale. Le poids propre de l'arc est P = 100 kN. La résultante des forces de pres- 
sion du vent F est égale en module à 20 kN, dirigée parallèlement à AB et appli- 
quée à 4 m au-dessus de la droite AB (fig. 3.23). On demande de savoir les réac- 
tions aux appuis. | 

Réponse. Xp—= —11,2 kN, Y 3 = 46,0 KkN, R,4 = 62,4 KkN. 

Exercice 3.3. Deux barres homogènes identiques sont articulées entre 
elles en B. L’extrémité À de la première barre est articulée à un point fixe À. 
L'extrémité libre C de la seconde barre est sollicitée par une force horizontale T 


égale en module à y/3 P/2, où P est le poids de chaque barre. Déterminer les 
angles & et $ en position d'équilibre et les modules des efforts N,, Nzen À 
et B (fig. 3.24). | 


Réponse. a—fB— 30, Na — Y7P/2, Na = V19 P/2. 


CHAPITRE IV 


SYSTÈME DE FORCES PLAN. FROTTEMENT. FERMES 


$ 1. Frottement 


1.1. Frottement de glissement. On appelle frottement de glis- 
sement la résistance qui s'oppose au glissement de deux solides rugueux 
en contact. 

Soit un solide de poids P reposant sur une surface horizontale. 
Appliquons à ce solide une force horizontale T. Si les surfaces des 
solides en contact sont polies, la réaction normale N de la surface 
d’appui sera équilibrée par la force P, tandis que la force motrice 
| T, à laquelle aucune autre force ne vient s’oppo- 
ser, mettra le solide en mouvement. 

Supposons maintenant que les surfaces des 
solides en contact sont rugueuses. Il se peut 
alors que le solide reste au repos malgré l’action 
de la force T. En ce cas la force T'est équili- 
brée par une autre force, de même direction mais 
de sens opposé à T: on l'appelle force de frotte- 
ment de glissement F;, (fig. 4.1). La force de 
frottement de glissement, qui est une force résis- 
tante, agit dans le plan tangent aux deux surfaces de contact 
dans le sens opposé :à la force motrice. 

Proposons-nous d'augmenter progressivement la force motrice T. 
Tant que le solide reste au repos, la force de frottement de glissement 
fait équilibre à chaque instant à la force T, augmentant avec elle 
jusqu'à une valeur maximale Fax Cette valeur correspond au cas 
limite de l'équilibre du solide, c’est-à-dire à l’instant où celui-ci 
est à mi-chemin entre le repos et le mouvement. 

Nous pouvons faire la conclusion suivante: au repos relatif, 
le module de la force de frottement de glissement peut prendre des 
valeurs différentes, la valeur maximale n'étant atteinte qu'à l'instant 
initial du mouvement relatif: 


Fir < Fax (4.1) 


L'égalité correspond au cas limite de l’équilibre du solide. Ea force 
de frottement qui agit lorsque le solide est au repos s'appelle force 


Fig. 4.1 
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de frottement de repos, ou force de frottement statique. La loi qui suit 
a été déduite en 1699 par Guillaume Amontons, mécanicien fran- 
çais (1663-1705), d’une série d'expériences, pour être corroborée plus 
tard, en 1781, par des expériences plus fines faites par Charles 
Coulomb, physicien français (1736-1806). 

Loi d'Amontons-Coulomb. La valeur maximale du 
module de la force de frottement de repos est proportionnelle à la pression 
normale du solide sur la surface d'appui: 


Fmax — fN. (4.2) 


Le facteur de proportionnalité / porte le nom de coefficient de frotte- 
ment de glissement. C'est une grandeur sans dimension, qui est fonc- 
tion du matériau des surfaces en contact et de l’état de ces surfaces 
(humidité, température, fini). L’inégalité (4.1) s'écrit maintenant 
sous une forme légèrement différente: 


Fre SIN: 


Voici les valeurs du coefficient de frottement de glissement ÿ 
pour quelques matériaux : 


Acier sur glace 0,027 
Acier sur acier 0,15 
Bronze sur fonte 0,16 
Bronze sur fer 0,19 

Cuir sur fonte 0,28 

Chêne sur chône 0,54 à 0,62 


La force de frottement qui agit quand un solide se déplace sur 
l’autre est, elle aussi, proportionnelle à la réaction normale: 


F=FN. 


Le coefficient de frottement de glissement en mouvement f” est égale- 
ment fonction de la vitesse de mouvement, tout en restant inférieur 
au coefficient de frottement au repos: 


f <f. 


Revenons au cas où les solides sont au repos. La réaction totale 
d'une surface rugueuse À, compte tenu du frottement, est déterminée 
en module et en direction par la diagonale du rectangle construit 
sur la réaction normale et la force de frottement : 


R=N + Fer. 


La direction de la réaction totale R fait un angle f ue la normale à 
la surface d'appui du côté opposé à la force motrice T (fig. 4.2, a). 
Plus la force T est grande (la force F,. augmentant en conséquence), 
plus la direction de KR s’écarte de ia normale. L'écart maximal est 
constaté au moment où F;, devient égale à Fn.,.. La valeur maximale 
de l’angle d'écart $ de ia réaction totale R par rapport à la normale 
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MS angle de frottement @. De la figure 4.2, b et de la formur- 
e (4.2) 


pme L j. (4.3) 


Plus le coefficient de frottement de glissement f est petit, mains 
l’angle de frottement @ est grand: si f — 0, on a @ — 0. Dans ce 
cas idéal les surfaces des solides en contact sont dites parfaitement 
polies. La réaction d’une surface parfaitement polie est dirigée suivant 
la normale à cette surface (voir ch. 
I, n° 2.9). 

Appliquons au solide reposant 
sur une surface horizontale plane 
dépolie (rugueuse) une force Q sous 
un angle + par rapport à la nor- 
male à la surface (fig. 4.3, a). Pour 
mettre le solide en mouvement, le 
module de la force $ égal à 


doit être plus grand que la valeur maximale du module de la force 
de frottement, égale à 


Fmax = {N = jQ cos 1. 


Autrement dit, il doit y avoir l'inégalité 


Q sin ÿ > jQ cos v, 
ou 
f=igp<igŸ, 
d'où 
Ÿ > Ÿ. (&.4) 


Il ressort de l’inégalité (4.4) que si l’inclinaison de la force appliquée 
Q par rapport à la normale est inférieure à l’angle de frottement ®, 
le solide garde son équilibre quelle que soit la valeur de la force 
exercée. Le domaine de l’espace limité sur la figure 4.3, b par des 
demi-droites inclinées de l’angle œ sur la verticale s'appelle domaine 
de frottement (hachuré sur la figure). Si le solide peut se déplacer en 
toute direction sur le plan, le domaine de frottement sera limité 
par la surface d’un cône circulaire *) droit de demi-angle au som- 
met , dit cône de frottement. Aucune force Q passant par le sommet 
du cône de frottement intérieurement à celui-ci ne peut provoquer le 
mouvement du solide. En regardant la figure 4.2, b, on remarque 


——— 


*) Dans le cas où les surfaces de frottement sont homogènes et isotropes, le 
cône est circulaire ; il n’en est pas toujours ainsi. | 


ç{] FROTTEMENT 75 


également que la réaction totale au repos R appliquée au sommet du 
cône peut prendre une direction quelconque à l’intérieur du cône 
de frottement. Remarquons enfin que, dans tous les raisonnements 
précédents, on fait abstraction du poids du solide. 


Fig. 4.3 


Les problèmes dans lesquels interviennent les forces de frotte- 
ment sont résolus par les méthodes habituelles ; la seule différence 
réside dans le fait qu’en calculant les réactions de liaison, on tient 
compte des forces de frottement. 


Exemple 4.1. Un solide 4 de poids P 
repose sur un plan incliné rugueux de pente ©. 
Une force @ est appliquée au solide sous un an- 
gle 6 par rapport au plan incliné (fig. 4.4). 
Quelle est la valeur de @ en état d'équilibre 
si l'angle de frottement du solide sur le plan est 
égal à p et si en outre q << B << 90° — p ? 

Solution. Considérons l'équilibre du 
solide A. Remplaçons la liaison < le plan incli- 
né rugueux — par les réactions : réaction norma- Fig. 4.4 
le N et force de frottement Ffr. L’axe Az sera 
dirigé vers le haut suivant le plan incliné. Sup- 
posant que les dimensions du solide soient petites, on se trouve en présence d’un 
système de forces concourantes dans le plan. Les équations d'équilibre se pré- 
sentent alors sous la forme 


DX--Psinx + Fr + cos B= 0, (1) 
DY=N—Pcosa+oQsin = 0. (2) 


+ la deuxième équation nous déduisons la pression normale du solide sur le 
plan : 
N = Pcosa — Q sin f. (2’) 


En établissant les conditions d’équilibre, deux cas sont à considérer: 

a) Le solide À peut se mettre en mouvement en descendant le plan incliné. 
La force de frottement F;. est dirigée alors vers le haut ; il ressort de (1) et (2°) 
que 


Fir = Psna—@Qcosf < Fmax — ÎN = tg op (P cos &« — Q sin f). 
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D'où 
Q (cos P — ig y sin f) > P (sin &« — tg p cos a). 


Multiplions les deux membres par cos q. IL vient 
Q cos (+) > P sin(a—o}), ou 0 > sin (a — 9) 
cos (B +) 


b) Le solide A peut se mettre en mouvement en remontant le plan iucliné, 
La force de frottement F;- est dirigée alors vers le bas ; il ressort de (1) et {2°) que 


P, 13) 


Fir = Q cos f — P sin & < Fmax — tg p (P cos « — Q sin P). 
Transformons cette inégalité : 
(cos P + tg p sin P) Q < (sin « + tg y cos a) P. 


Il vient 
sin (& +) 
< ss D $ 
Ê< Los (B— 9) fl 
Réunissons les inégalités (3) et (4): 
sin (a— ) P£<Q< sin (4 + y) P 


cos (B+®) cos (6 — p) 


Si ces inégalités sont vérifiées, le solide À est en équilibre. Dans le cas parti- 


Fig. 4.5 


culier où la force @ est inexistante, seule reste la condition 
sin (à — p)<0, ou aàa< . 


Cela signifie qu’indépendamment du poids P, le solide À reste en équilibre sur 
Je plan incliné rugueux tant que l'angle d’inclinaison « reste inférieur à l'angle 
de frottement . 

Exemple 4.2. L'échelle AB est appuyée contre un mur rugueux et sur 
un sol rugueux. Le coefficient de frottement de l'échelle sur le mur est égal à /.. 
Déterminer le coefficient de frottement f de l'échelle sur le sol si l’angle d’incli- 
naison maximal de l’échelle sur l’horizontale assurant l'équilibre de l'échelle 
est égal à a (fig. 4.5, a). 

Solution. Etudions l'équilibre de l'échelle. Les forces exercées sur 
celle-ci se réduisent au poids de l'échelle P et aux réactions d’appui’en À et Z. 
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Puisqu’on se place par définition dans le cas limite où l'échelle est à mi-chemin 
entre le repos et le glissement, les modules des forces de frottement sont égaux 
à F, = {NA et F — fNh, les forces étant dirigées à l’inverse du mouvement 
possible de l'échelle. Traçons les axes de coordonnées comme il est montré sur 
[a figure 4.5, a. L’échelle est sollicitée par un système de forces plan. Ecrivons 
trois équations d'équilibre en désignant la longueur de l'échelle par 27: 


DX=Na—-iNp= 0 D Y=fNa—-P+Ng= 0, 
S'momgF = Plcos a — NA-2l sin & — f; NA +21 cos a = 0, 


De la troisième équation 
COS Œ 
+ 
2 (sin a+ f1 cos &) 


Portons cette valeur dans la deuxième équation. Il vient 


2sina+/f, cos & 


TES TT 


La première équation d'équilibre nous fournit le coefficient de frottement cher- 
ché : | 


Na cos © 
- Ng 2sina<+f,cosa' 


Î 


Ce problème peut être résolu graphiquement. Représentons la réaction en 4 
par une force unique R14 dirigée sous un angle p, = arctg f, par rapport à la 
normale (fig. 4.5, b). L'échelle est sollicitée alors par un système plan de trois 
forces non parallèles P, R, et R,. Quand l'échelle est en équilibre, les directions 
de ces trois forces doivent se couper en un point (théorème des trois forces, voir 
ch. I, n° 2,6). Prolongeons donc les directions | 
connues des forces P et RA jusqu’à leur intersec- A 
tion en D. La droite BD est le support de la 
force R, et la tangente de l’angle est égale au 
coefficient de frottement cherché. Nous laissons 
au lecteur le soin de trouver’cette réponse par 
la méthode géométrique. 


1.2. Frottement de roulement. Par 
jrottement de roulement on entend la 
résistance qui a lieu quand un solide rou- 
le sur l’autre. Soit un rouleau cylin- 
drique de poids P, de rayon À, reposant 
sur un plan horizontal (fig. 4.6) et sol- 
licité en son centre de gravité par | 
une force motrice horizontale T. La surface d'appui se déforme sous 
l’action du poids du rouleau, si bien que le point d'application des 
réactions N et F,, se déplace de À vers un point intermédiaire C. 
Mettons en équations l'équilibre du rouleau en commençant par la 
somme des projections des forces sur les axes Ox et Oy: 


DX=T—-F=0, DY=N—-P=0. 
FT, N = P. 


D'où 
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Ainsi donc, en position d'équilibre le rouleau est sollicité par deux 
vouples de forces : le premier couple T, F;,. tend à mettre le rouleau 
en mouvement, tandis que le second couple P, N s’y oppose. Le 
moment du couple antagoniste s'appelle moment de résistance au 
roulement m,; il est égal au moment de la force N par rapport nu 


point À, 
m. = momAN. 


A chaque instant d'équilibre les deux couples de forces s’annulent 
réciproquement (ceci est précisément la troisième équation d’équi- 
libre) : 

S mom; F—mom,N—TR=—0, ou m — TR. (4.5) 


À l'instant où le solide se met en mouvement, le moment résistant 
atteint sa valeur maximale. Les expériences montrent que cette 
valeur est proportionnelle à la pression normale, 


(Mr)max = frN. (4.6) 


Le coefficient de proportionnalité f,, dit coefficient de frottement de 
roulement, est mesuré en unités de longueur. Il peut être assimilé à 
la plus grande longueur de déplacement de NW dans le cas d’équilibre 
limite (fig. 4.6). 

Voici les valeurs du coefficient de frottement de roulement pour 
quelques matériaux : 


Rouleau acier sur plan acier 0,005 cm 
Rouleau bois sur plan acier 0,03 à 0,04 cm 
Rouleau bois sur plan bois 0,05 à 0,06 cm 


Au repos, le moment du couple de frottement de roulement ne 
dépasse jamais sa valeur maximale, m,. < (M;)max; avec (4.5) ot 
14.6), cela nous donne 

TR < fN, 
d’où 
TE N. (4.7) 


L'inégalité (4.7) fixe la condition pour qu’il n'y ait pas de roule- 
ment. D'autre part, pour que le rouleau ne glisse pas, il faut que le 
module de T soit plus petit que la valeur maximale du module de la 
force de frottement de glissement : 


TEIN. 


En général f./R est beaucoup plus petit que le coeïficient de fratte- 
ment de glissement f; c'est pourquoi, quand le repos est perturbé, 
le rouleau se met à rouler sur la surface d'appui sans glissér sur cette 


dernière. 
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$ 2. Fermes de barres planes 


2,1. Notion de ferme. On appelle ferme (ou treillis) une struc- 
ture géométriquement invariable constituée d’éléments rectilignes 
articulés et destinée à encaisser des charges extérieures et à les trans- 
mettre aux appuis. Si toutes les charges sont appliquées aux articu- 
lations, les éléments de la ferme s'appellent barres. Si les forces 
extérieures s'appliquent non seulement sur les articulations mais 


Membrure 
supérieure 


nn 


Nœud 
D 


Diagonale | 


1 

2 Pr. = TT : 
CR Ca ns A, 
Fr. rterts 


Merbrure 
inférieure 


Fig. 4.7 


aussi sur les points des éléments de la ferme, on dit que la ferme 
est constituée par des poutres. Une poutre est sollicitée non seulement 
en compression et en extension mais aussi en flexion. Une ferme 


SUR RES 


Fig. 4.8 


plane a tous ses éléments situés dans un même plan. Dans le texte 
qui suit, nous nous bornerons à considérer des fermes planes consti- 
tuées par des barres. 

Le point d’articulation des barres s’appelle zœud. La partie basse 
de la ferme est la membrure inférieure, et la partie haute, la membrure 
supérieure (fig. 4.7). Les barres verticales portent le nom de montants, 
et les barres inclinées, diagonales. | 

Toute structure de barres articulées n’est pas forcément une 
ferme. La définition de la ferme sous-entend son indéformabilité 
géométrique, ou rigidité. Le moyen le plus facile d'obtenir une ferme 
consiste à assembler trois barres par des articulations (fig. 4.8, a). 
Un tel triangle de barres sera indéformable (rigide) et opposera donc 
une résistance aux forces appliquées. Par contre, un assemblage de 
quatre barres articulées en quatre points (fig. 4.8, b) se déforme sous 
l’action des forces appliquées dans les articulations et n’est donc pas 
une ferme. Un tel assemblage est désigné en mécanique sous le terme 
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de mécanisme. Pour faire de ce quadrilatère une ferme, il sufltit de 
relier ses sommets opposés par une barre (fig. 4.8, c). Ajoutons encore 
une barre en la plaçant entre les deux autres sommets (fig. 4.8, d): 
la structure obtenue est toujours une ferme. Il y a cependant une 
différence notable entre les deux fermes: celle de la figure 4.8,c 
n’a pas de barres surabondantes, alors que celle de Ia figure 4.8, d 
en contient une. | 

Si l’on ne peut pas, dans une ferme, supprimer une barre sans 
compromettre l’indéformabilité géométrique de l’ensemble, on dit 


> NS 


Fig. 4,9 


que La ferme n'a pas de barres surabondantes. Si l’on peut supprimer 
une ou plusieurs barres sans que la ferme devienne déformable, on 
dit que La ferme présente des barres surabondantes. En statique, on ne 
considère que des fermes sans barres surabondantes. 

Calculons le rapport qui doit exister entre le nombre de nœuds 
et le nombre de barres pour que la ferme soit sans barres surabon- 
dantes. 

Considérons une ferme triangulée simple, c’est-à-dire formée par 
des triangles où les côtés sont constitués par les barres et les sommets 
par les nœuds. La ferme présentant un minimum de nœuds est un 
triangle formé de trois barres, qui s’assemblient en trois nœuds 
Ifig. 4.9, a). Chaque fois qu'on y ajoute un nœud, on est obligé 
d'adjoindre deux nouvelles barres, afin que la ferme reste géométri- 
quement indéformable et sans barres surabondantes (fig. 4.9, b). 
Ainsi donc, si le nombre total des nœuds est n, la ferme possède 
n — 3 nœuds ajoutés, c'est-à-dire autres que les trois nœuds du 
triangle minimal. Ajouter un nouveau nœud revient à ajouter deux 
nouvelles barres; de ce fait, ajouter rz — 3 nœuds revient à ajouter 
deux fois z — 3 barres. Avec les trois barres du triangle minimal, 
on obtient le nombre total m des barres de la ferme, qui est lié au 
nombre nr de ses nœuds par la relation 


m—2(n—3) +3 — 2n — 8. (4.8) 


Si m<<2n — 3, la ferme devient géométriquement déformable 
(devient un mécanisme); si m >> 2n — 3, la ferme comporte des 
barres. surabondantes. 

En calculant les fermes, on distingue les cas isostatiques (stati- 
quement déterminés) et hyperstatiques (statiquement indéterminés). 
Si les réactions d'appui et les efforts dans les barres se laissent dé- 
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terminer par les méthodes de statique du solide, on dit que la ferme 
est statiquement déterminée, ou isostatique ; dans le cas contraire la 
ferme est dite statiquement indéterminée, ou hyperstatique. Il se 
trouve que toute ferme sans barres surabondantes, munie d’appuis 
convenables (voir ch. ITT, n° 2.3), est isostatique ; une ferme possé- 
dant au moins une barre surabondante est toujours hyperstatique. 

Dans le texte qui suit, nous admettons toujours que: 

a) toutes les barres de Îa ferme sont rigoureusement rectilignes : 

b) le frottement dans les articulations est inexistant ; 

c) toutes les charges exercées sur la ferme sont contenues dans 
son plan et appliquées seulement dans les nœuds. 

Le poids des barres sera négligé. 

Dans ces hypothèses les barres de la ferme seront sollicitées 
seulement en traction et en compression, jamais en flexion. En effet, 


Fig. 4.10 


puisqu'on néglige le poids des barres et que les forces sont appliquées 
seulement dans les nœuds, chaque barre reste en équilibre sous l’ac- 
tion des forces et des moments transmis par les nœuds (fig. 4.10). 
Puisque le frottement dans Îles articulations est nul, les moments aux 
articulations s’annulent. Chaque barre reste donc en équilibre sous 
l’action des deux forces appliquées en ses extrémités (dans les nœuds). 
Or, nous savons déjà que ce cas se produit si et seulement si les deux 
forces ont même module, sont portées par la droite joignant leurs 
points d'application et sont orientées dans les sens opposés. Ainsi 
donc, sous les hypothèses retenues les barres des fermes soumises aux 
charges subissent soit une compression, soit une traction. 

Les efforts dans les barres de la ferme dépendent des forces exercées 
sur la ferme. Puisque ces forces comprennent les réactions dans les 
appuis de la ferme, on doit, avant de chercher Îles efforts dans les 
barres, déterminer les réactions d’appui. 


2.2. Méthode des nœuds *). Cherchons les efforts dans les barres 
de la ferme montrée sur la figure 4.11, a. Ici F,, F,, F; sont des for- 


*) Dans la méthode des nœuds, les polygones de forces peuvent être ras- 
semblés de manière à former un polygone unique, dit diagramme de Crémona 
(d'après le nom de son inventeur, mathématicien et mécanicien italien Luigi 
Crémona (1830-1903)). Pour plus de détails, voir S, Targ, Eléments de 
mécanique rationnelle, 3° édition, M., « Mir», 1978. 
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ces connues appliquées dans les nœuds €, D, E. Il convient ile 
déterminer préalablement les réactions d'appui R, et R3. 

La méthode proposée consiste à isoler par la pensée le nœud À 
en substituant à l’action de la ferme sur À les réactions des barres 1 
et 2, notées À, et R, et dirigées suivant les barres. Puisque le nœud 
À est en équilibre, le triangle des forces R,, R, et R, est fermé. Dans 
ce triangle (fig. 4.11, b), déterminons les modules et les directions 
de R, et R,. Ceci fait, isolons le nœud suivant, construisons le poly- 
gone des forces, déterminons les modules et les directions des réac- 
tions des autres barres, et ainsi de suite, jusqu’à déterminer les 
réactions de toutes les barres. 

L'ordre d'examen des nœuds n’a pas d'importance en général. 
Il convient de se rappeler toutefois que la condition d'équilibre du 


f 
{ 
7 /9 
X 7 
a nr: B ge k, sh 
b) 


Fig. 4.11 


nœud permet de déterminer les réactions de deux barres tout au plus; 
il y a donc intérêt, dans l’exemple considéré, à commencer par les 
nœuds À ou B, car les autres nœuds réunissent trois barres ou plus. 
Après avoir déterminé les réactions des barres 7 et 2 ou 70 et 71, on 
peut passer au nœud € ou Æ ; par contre, on ne peut pas envisager 
l'équilibre du nœud D qui réunit quatre barres aux réactions incon- 
nues. 

Soulignons une fois de plus que /a condition d'équilibre du nœud 
nous fournit la réaction de la barre, c'est-à-dire l'effort exercé 
par la barre sur le nœud ; quant à l'effort exercé par le nœud sur la 
barre, il sera de module égal mais de sens opposé. Par exemple 
(fig. 4.11, b), la réaction R, de la barre 7 est dirigée vers le nœud À, 
tandis que la réaction R, de la barre 2, au contraire, est dirigée à 
partir du nœud. Ainsi donc, le nœud À exercera sur la barre Z un 
effort opposé à R,, c’est-à-dire un effort de compression, et sur la 
barre 2, un effort opposé à R,, c'est-à-dire un effort de traction. Si 
la réaction de la barre est dirigée vers le nœud, la barre est compri- 
mée ; si la réaction est dirigée à partir du nœud, la barre est tendue. 

Pour déterminer les efforts dans les barres aboutissant au nœud, 
on peut faire intervenir les conditions d'équilibre analytiques d'nn 
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nœud isolé (3.10); or, dans le cas considéré, la méthode graphique 
est plus simple et plus claire. 


Exemple 4.3. Déterminer les réactions d'appui ct les efforts dans les 
barres de la ferme à treillis en N qui est représentée, avec les charges appli- 
quées, sur la figure 4.12, a. Toutes les barres horizontales et verticales sont de 
même longueur a. 


Æ£L LA 
" ! 
#5 
X k; 
b) d) GAN 
RG ki £, 
24N 
k; (2 Ye CA k, ; 
F) g) 
Fig. 4.142 


Solution. Cherchons d’abord les réactions d’appui'; sur la figure 4.12, a 
leurs composantes sont désignées par #4, YA et Y,. Mettons en équations 
l'équilibre de la ferme dans son ensemble : 


D X=2+Xa—=0, DY=—6+Y4+YR- 0, 
> mom F — 2a — 6:2a + Y L:3a = 0. 
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De la première équation on trouve X 4 — --2 kN, de la troisième, Y , — 4,4 KN 
et de Ja deuxième, Y, — 2,67 kN. | 

Avant de passer à la recherche des efforts dans les barres, voyons si Lu Hirinm 
est isostatique ou non. Le nombre des nœuds est x — 6 et le nombre diva burn 
est m — 9. Portons ces valeurs dans (4.8); il vient 


9 — 2.6 — 3, 


ce qui veut dire que la ferme cest bien isostatique. 

Marquons par des chiffres romains tous les nœuds et numérotons toutes les 
barres. Choisissons l'échelle de représentation des forces: 1 KN — 2/3 cm. 

Commençons par le nœud 7. Construisons le polygone des forces en traçant 
d’abord les forces connues : ce sont en l’occurrence les composantes des réactions 
X, (dirigée vers la gauche) et Y,. Puis menons par l’origine du vecteur X4 
une droite parallèle à l’une des barres, par exemple à la barre 1, et par l’extré- 
mité du vecteur Ÿ,, une droite parallèle à l’autre barre 2. Fermons le polygone 
des forces comme il est montré sur la figure 4.12, b et désignons les réactions des 
barres J et 2 par R, ct R:. Le nœud 7 exerce sur la barre { un effort opposé à R: 
(effort de traction}, et sur la barre 2, un effort opposé à R, (effort de compression). 
On obtient le même résultat en remarquant que la réaction R, est dirigée à par- 
tir du nœud (la barre Z est tendue}, et la réaction R,, vers le nœud (la barre 2 
est comprimée). 

Après le nœud 7, nous ne pouvons pas passer au nœud VJ, car il réunit, en 
plus de la barre 7, trois autres barres (3, 6, 7) dont les efforts sont inconnus. 
Nous passons donc au nœud 77. Ici la force connue est la réaction R; de la barre ? 
dirigée vers la droite, car la barre 2 est comprimée. Le polygone des forces se 
réduit à un segment (fig. 4.12, c). Cela revient à dire que l'effort dans la barre 3 
est nul, tandis que la barre 4 est comprimée, de même que la barre 2. 

Après le nœud 77 nous ne pouvons pas passer au nœud 771 (trois barres 5, 7, 
8 aux efforts inconnus!}; nous passerons donc au nœud VI (fig. 4.12, d). Puis- 
que la barre 7 est tendue, la réaction R’ de Ia barre 7, c'est-à-dire la force avec la- 
quelle la barre 7 agit sur le nœud V7, est dirigée à l’opposé de R, (fig. 4.12, b). La ré- 
action À, est dirigée à partir du nœud, et la réaction R., vers le nœud. Autre- 
ment dit, la barre 6 est tendue et la barre ? comprimée. 

Nous pouvons passer désormais indifféremment au nœud 777 ou au nœud . 
Les polygones des forces pour les nœuds ZZ7 et V sont représentés sur les figu- 
res 4.12.e et 4.12, f, et le triangle des forces pour le nœud 7, sur la figure 4.12, g. 


A # 

Soulignons que les reactions Ri et R; (i = 1, 2, ..., 9) sont de module 
égal mais de sens opposés, car elles caractérisent les mêmes barres mais s’appli- 
quent aux nœuds situés aux extrémités opposées de la barre. Présentons les 
résultats obtenus sous forme d’un tableau, utilisant l'échelle et affectant les 
efforts de compression de signe négatif: 


alelelslel 


n° de la barre 1 8 ? 


SE ——— mem 


“07 43 5,3 3,3 _33l oi 


Eïfort, kN 3,8 0.7 


2.3. Méthode des sections (méthode de Ritter *“)}. La méthode 
des sections est une méthode analytique de détermination des efforts 
dans les barres de la ferme. Nous prendrons à titre d'exemple la fer- 
me montrée sur la figure 4.13, a et chargée par les forces F,, F:, Fa. 


*) August Ritter, mécanicien allemand (1826-1906). 
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Comme dans les cas précédents, le calcul commence par la déter- 
mination des réactions d'appui X,, Y,, Y,. Puis on passe à la dé- 
termination des efforts dans les barres. Par exemple, pour déterminer 
les efforts dans les barres 4, ÿ, 6, nous sectionnerons par la pensée 
la ferme suivant la ligne 7-7 et nous envisagerons l'équilibre de Îa 
partie gauche (ou droite) de la ferme. L'action de la partie droite de 
la ferme sur la partie gauche est transmise par les efforts $,,8,, $, 
qui sont dirigés suivant les barres 4, 5, 6 à partir des nœuds cor- 
respondants (chaque effort étant donc assimilé à une traction). 
Les efforts inconnus $,,5.,,$, seront déduits de la condition d'équi- 
libre de la partie gauche de la ferme. Ceci fait, nous ferons une autre 


Fig. 4.13 


section dans un autre endroit de la ferme, puis nous chercherons les 
efforts dans les barres sectionnées, et ainsi de suite. L'endroit et 
l’ordre des sections n'ont pas d'importance; il convient de se rappeler 
toutefois que le nombre de barres sectionnées (donc aussi le nombre 
d'efforts inconnus) ne doit pas être supérieur au nombre d'équations 
d'équilibre qu’on peut écrire pour la partie considérée de la ferme. 
Par exemple, la section Z7-IT ne convient pas, car elle rencontre 
quatre barres 1, 3, 5, 6; on a alors quatre efforts inconnus S$;, #3, 
S:, Se, pour lesquels on ne dispose que de trois équations d'équilibre. 

Nous avons convenu précédemment de diriger les efforts cherchés 
dans les barres à partir du nœud correspondant. S'il se trouve que 
l'effort est positif, c’est qu'il agit bien dans le sens représenté: 
la barre est tendue. Si la solution montre que l’effort est négatif, 
c'est qu'il agit dans la section à l’opposé de la direction représentée, 
c'est-à-dire vers le nœud: la barre est comprimée. Ainsi donc, en 
dirigeant les efforts inconnus dans les barres à partir du nœud et en 
les déterminant par les équations d'équilibre de la partie considérée 
de la ferme, nous pouvons juger non seulement de la valeur mais 
aussi du sens d'action de l'effort dans la barre: si l'effort est positif, 
la barre est tendue, si l'effort est négatif, la barre est comprimée. 

La méthode de Ritter est une variante de la méthode des sections 
de la ferme. Elle consiste essentiellement à utiliser les équations 
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d'équilibre (3.9) (ou (3.8)) pour la ferme « coupée ». Pour la recherche 
des efforts (fig. 4.13, b}), nous ferons intervenir le théorème des trois 
moments ou les équations (3.8). Parmi les trois points considérés sur 
le plan, nous choisirons d’abord le point € où se rencontrent lex 
efforts S, et S,. La première des équations (3.9) 


>, momeF ——Y,a — Sih = 0 


ne comprendra donc qu'un seul effort inconnu $,, à côté des farces 
extérieures et des réactions d'appui dont le moment par rnpport à ( 
est non nul. On a donc | 


a 
Do —= — 7 Va; 


autrement dit, si Ÿ 4 > 0, on a $S, << 0; la barre 4 est comprimée. 

Passons ensuite au point D où se rencontrent les directions des 
efforts S, et S,. La deuxième équation d'équilibre (3.9) s’écrira 
comme suit : 


3 


D'mom FF a+ Xyh— Yi S a+ Soh —0. 


| 


Elle nous donne 
So (3Va— FX. 


Comme troisième point, on doit choisir enfin le point de con- 
cours des directions de $, et $,. Or, dans notre cas, ces directions 
sont parallèles. Nous ferons donc intervenir les équations d'équilibre 
sous la forme (3.8) ; la troisième équation (les deux premières coïnci- 
dant avec celles du théorème des trois moments) s’écrira domime 
suit : 

Elle nous fournit le ‘dernier des trois efforts: 


1 
5 — cos 30° (Fa se. Y'A): 

L'avantage de la méthode de Ritter réside en ce que chaque 
effort se détermine indépendamment des autres, au moyen d'une 
équation unique. Cet avantage se fait surtout sentir dans le cas où 
l’on cherche des efforts isolés, et non l’ensemble des cfforts en jeu. 


Exemple 4.4. Déterminer les réactions d'appui et les efforts dans les 
barres de la ferme montrée avec les charges appliquées sur la figure 4.14. Les 
barres verticales et horizontales ont même longueur a; F, = 3 KN, F; — 8 KN,. 

Solution. On a n — 8 nœuds et m — 13 barres. Portons ces valeurs 
dans (4.8); il vient 13 — 2.8 — 3. La ferme est isostatique. 

Cherchons les réactions d'appui. Annulant les sommes des projections de 
toutes les forces sur les axes Ax, Ay et écrivant l'équation des moments par rap- 
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port au point À, nous obtenons 
DX=Fi—-Xa=0 DY=—Fi+Ya tr Yp=0, 
> mom F = Fa = F,2a + Yn:3a = 0. 
D'où 
Xa=F,=3 EN, Ya (P+2F9)=6,88N, 
Ya=F,—Ynp=1,67KN. 


Déterminons les efforts dans les barres par la méthode des sections, 


Fig. 4.14 


Faisons d’abord la section «-«, les efforts dans les barres étant supposés 
dirigés à partir des nœuds. Les conditions d'équilibre de la partie gauche de Îa 
ferme (fig. 4.14, a) se traduisent par trois équations 


DX- Fi — Xa + Sa + S4 cos 45° + S, = 0, 
DY = YA + Sa cos 45° = 0, S) mom, F = —Fia — S,a = 0 
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qui nous donnent 


Se SIN Ge 


_ cos 45° 
Sa —Fi+Xa—S,—S3 cos 45° = 4,67 KN. 


Sectionnons les barres 6, 7 et 8 et mettons en équations l'équilibre de la 
partie droite de la ferme (fig. 4.14, b): 


YA = —2,36 kN, 


DIX = —S3 + 8, cos 135° — S, = 0, 
à Y = —Fs + Yr + 8, 0cos 135 — 0, > mOomMyiE = Ypga— Saab 
(équation des moments par rapport au nœud V7). D'où 
= = us YB— Fe . 
Se=Yp=6,83kN, Sp Et —2,36 KN, 


Se—= —$S3+ 157 cos 45° — — 4,67 kN. 


Sectionnons ensuite les barres 10, 11, 12 et examinons l'équilibre de lu 
partie droite de la ferme (fig. 4.14, c). Les équations d'équilibre s’écrivent 
comme suit: 


> X — —S +1 + Sys cos 135° — Sa — 0, 
D Y=Yp+Sucos 135 —0,  S\momyF = —S;ge = li 


(équation des moments par rapport au nœud V). De ces équations 


Sa =0, Si1 = Y 8 —=6,95 kN, 


cos 45° 
S 19 = — Sy — S14 cos 49° — — 6,33 kN. 


Pour déterminer l'effort dans la barre 13, nous coupons les barres 13 et 7? 
et nous considérons l'équilibre de la partie de la ferme montrée sur la figu- 
re 4.14, d, c’est-à-dire du nœud B. Projetons toutes les forces sur l'axe By. 


Il vient] 
>) Y — Y B + S13 — 0, 
S 13 —= —Y à — —6,33 kN. 


Pour déterminer l'effort dans la barre 9, nous faisons une section rencon- 
trant les barres 8, 9, 10 et nous étudions l'équilibre de la partie de la ferme 
représentée sur la figure 4.14, e. Projetons toutes Les forces sur l'axe By. Il vient 


Dr =Ymt S9 = 0, 
So = —Ypt= —6,33 KN. 
Procédons d’une façon analogue pour déterminer l’effort dans la barre 5 
(fig. 4.14, f): faisons une section de façon à couper les barres 4, 5, 6, suppri- 


mons la partie droite de la ferme et annulons la somme des projections de toutes 
les forces sur l’axe Ay. il vient 


D Y—=YA—S; = 0, 


d’où 


d'où 


d'ou 


Sy = YA = 1,67 KN. 


EXERCICES ñ!) 


Examinons en dernier lieu l'équilibre du nœud VIII (fig. 4.14, g). Il vient. 
St — 0. 
Présentons les résultats du calcul sous forme d’un tableau: 


Effort, | 
kN  (|0|—3,00 Ta) | 


En discutant l'équilibre des différentes parties de la ferme, nous avons 
orienté les efforts dans les barres à partir des nœuds; de ce fait, les efforts affec- 
tés de signe négatif provoquent la compression des barres, et les efforts affectés 
de signe positif, la traction des barres. 

Nous n'avons pas appliqué la méthode de Ritter dans l'exemple 4.4, afin 
de montrer qu'elle ne s'impose pas toujours dans la méthode des sections. 


4,671 ,67|—4,67|—2,36|6,33 Te 8,95 0|—6,33 


Exercices 


Exercice 4.1. Un solide de poids P est animé d’un mouvement uni- 
forme sur une surface horizontale rugueuse sous l’action d’une force T dont la 
direction fait un angle $ sur l'horizontale (fig. 4.15). Pour quelle valeur de f 
la force T a le module le moins élevé si l'angle de frottement est égal à œ? 


Fig. 4.15 Fig. 4.16 


Indication. Considérer la force de frottement Fr. 

Réponse. B—®, T'min — ? sin . 

Exercice 4.2. Une poutre homogène prend appui sur le sol et le mur 
qui présentent les mêmes coefficients de frottement f. Déterminer l’angle & que 
fait la poutre avec le sol en position d’équilibre. 

Réponse.tga— 1 . 

Exercice 4.3. Soit une ferme (fig. 4.16) dont toutes les barres hori- 
zontales et verticales ont même longueur a. Les nœuds de la ferme sont sollicités 
par des forces P, — 10 kN, P, = 20 kN, P, — 30 kN. Déterminer les réactions 
d’appui en À, B et les efforts dans les barres. 


Réponse. X4 — —10 kN, Y 4 — 20 kN, Rà — 30 kN. 
n° de Ja barre | 1 2 3 & 5 6 7 8 
Effort, kN | | s | 0 | 0 » | 0 


2.3 | 0 42,4 


CHAPITRE V 


SYSTÈME DE FORCES QUELCONQUE 


$ 1. Vecteur moment d’une force 
et théorie des couples dans l’espace 


1.1. Représentation vectorielle du moment d’une force par rap- 
mort à un point. En examinant un système de forces plan (ch. El, 
n° 2.1), nous avons représenté le moment d'une force par rapport à 
un point par une grandeur algébrique égale en valeur absolue au 
produit de la force par son bras de levier ou, ce qui revient au meme, 
au double de l’aire du triangle OAB (fig. 5.1): 


mom, F — +Fh —= H2S à} 4 B° 


Dans le cas d’un système de forces quelconque (gauche, ou spatial) 
une telle définition s'avère insuffisante, car deux forces peuvent 
exercer des actions différentes sur un solide tout en présentant des 
moments égaux par rapport à un point. En étudiant la statique dans 
l'espace, on doit connaître non seulement la valeur du moment de Îla 
force mais aussi l'orientation du 
plan du triangle O0AB. Pour que 
le moment de la force par rapport 
au point © puisse caractériser 
complètement l’action de cette 
force sur le solide, on doit re- 
présenter le moment en question 
par un vecteur perpendiculaire 
au plan O0AB. 

_ Le vecteur moment (ou moment 
vectoriel) de la force F par rapport 
au point O est un vecteur appliqué en ©, égal en module au produit 
de F par son bras de levier, dirigé suivant la perpendiculaire au plan 
qui contient F et O et orienté du côté d'où l’on voit le solide tourner 
dans le sens antihoraire sous l’action de la force F (soit d'après la 
règle de la vis à droite). Nous désignerons le vecteur moment de la 
force F par rapport au point © par le symbole Mom, F (fig. 5.1). 
Le module Fh du vecteur moment est égal au double de l’aire du 
triangle O0AB ou, ce qui revient au même, à l’aire du parallélogram- 
me OABC. Ce dernier peut être assimilé au parallélogramme formé 


Fig. 5.1 
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par les vecteurs F’et r, où F” est un vecteur égal au vecteur force F 
et appliqué en ©, et r le rayon vecteur du point d'application de la 
force F. Le module du vecteur moment est égal donc à 


Mom,F—=Fh=7rF sin . (5.1) 


Remarques. a) Par définition, le vecteur moment d’une 
force ne change pas quand on transfère le point d'application de la 
force le long de sa ligne d'action. 

b) De la formule (5.1) il ressort que le vecteur moment de la 
force F par rapport au point © s’annule quand F — 0, r — O ou 
o—=0(p = 180"). Le premier 
cas est celui où la force devient 
égale à zéro ; dans les deux autres 
cas la direction de la force passe 
par le point ©. 

Le vecteur Mom, F (vecteur 
moment de la force F par rap- 
port au point ©) est égal en mo- 
dule à l’aire du parallélogramme 
construit sur les vecteurs r et F, 
est perpendiculaire au plan de 
ces vecteurs et orienté de telle 
façon qu'en se plaçant en son 
extrémité, on voie l'angle entre 
r et F° parcouru dans le sens Fig. 5.2 
antihoraire. Se rappelant la dé- 
finition du produit vectoriel de deux vecteurs (1.12), on s’assure 
que Mom, F est le produit vectoriel des vecteurs r et F. Aïnsi donc, 
le vecteur moment d'une force F par rapport à un point O est un vecteur 
lié en O et égal au produit vectoriel du rayon vecteur du point d’applica- 
tion de la force par le vecteur force: 


Mom, F—fr, F]. (5.2) 


1.2. Moment d’une force par rapport à un axe. Soient une force 
F et un axe Oz (fig. 5.2). Menons un plan IT perpendiculaire à Oz de 
telle façon que l’axe Oz vienne percer le plan II en ©. 

Le moment de la force F par rapport à l'axe Oz est le moment du 
vecteur projection f de cette force sur le plan II perpendiculaire 
à Oz (on dit aussi composante f du vecteur F dans le plan Il) par 
rapport au point © où l’axe Oz perce le plan II. 

De même que dans le n° 2.1 du ch. II, nous admettons que le 
moment est positif si, en regardant du côté de la direction positive 
de l’axe Oz, nous voyons le solide tourner dans le sens antihoraire 
sous l’action du vecteur projection f de la force sur le plan. Le mo- 
ment de la force F par rapport à l'axe Oz sera noté mom,, F. Il 
ressort de la définition ci-dessus que le moment de la force F par 


A 2,4, 2) 
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rapport à l'axe Oz est un scalaire égal en valeur absolue au dauble 
de l'aire du triangle OCD: 


MOM,;,; F — mom, Î — +fh as +2S \ocp- (2.4) 


Les cas où le moment d'une force non nulle par rapport à un nxe 
est égal à zéro sont les suivants: 

a) la direction de la force rencontre l’axe: ‘ans ce cas le bras 
de levier À — 0, car Ia direction du vecteur projection de la force 
sur un plan perpendiculaire à l’axe passe nécessairement par le point 
en lequel l’axe vient percer le plan; 

b) la force est parallèle à l’axe: dans ce cas la projection de F 
sur un plan perpendiculaire à l’axe est un point, si bien qu'on a 
f = 0. | 

Dans le premier cas comme dans l’autre, le vecteur force et l’axe 
doivent être contenus dans un même plan. 

Démontrons un lemme qui établit une relation entre le vecteur 
moment d’une force par rapport à un point et ie moment de cette 
force par rapport à un axe qui passe par ce point. 


Lemme. La projection du vecteur moment d’une force par rap- 
port à un point sur un axe passant par ce point est égale au moment de 
la force par rapport à cet axe. 


Démonstration. Soient une force F représentée par le 
vecteur AB (fig. 5.2) et un axe Oz. Menons un plan II perpendiculaire 
à Oz de telle façon que l’axe Oz vienne percer le plan II en ©. Le 
vecteur moment Mom,F par rapport au point O a pour module Îr 
double de l’aire du triangle OAB: 


et est dirigé perpendiculairement au plan du triangle OAB, formant 
un angle y avec l’axe Oz. Projetons le vecteur Mom, F sur l’axe Oz; 
il vient 


(Moms F5, = Mom, F:cos y — 2S\oin COS ». (5.4) 


Or, Saoaz C08 Ÿ = HS \ocn; Car l'aire de Ia projection est égale 
à l’aire de la figure projetée multipliée par le cosinus de l’angle entre 
le plan de la projection et le plan de la figure ; l’angle entre les plans 
OAB et II est égal à l’angle entre les perpendiculaires correspondan- 
tes, donc à y. Au lieu de (5.4), on peut écrire 


(Mom, F} 03 = + 2S nocp- l:1.) 
Identifiant (5.5) et (5.3), on s'assure que 
(Momo Fo, = mom,,F, RU) 


ce qu'il fallait démontrer. 
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Utilisant cette relation et la représentation du vecteur moment 
d’une force par rapport à un point sous forme d’un produit vectoriel 
(5.2), cherchons l’expression analytique des moments d'une force 
par rapport aux axes de coordonnées. Mettons la formule (5.2) sous 
la forme (1.16) en tenant compte de ce que les projections du rayon 
vecteur d’un point sur les axes de coordonnées sont égales aux Coor- 
données de ce point: 


E& 7 k: 
Mom,F=|x y 2. (5.7) 
X Y Z 


Plaçons l’origine des coordonnées en © et projetons l’égalité (5.7) 
sur les axes de coordonnées Oz, Oy, Oz (fig. 5.2). Les expressions 
obtenues sont analogues à (1.17): 


(Momo FF} ox — momsx F — yZ — 2Y, 
(Mom, FF) oy — momo, F — 2X — xZ, (2.8) 
(Momo Fo, = mom,, F = xYŸ — yX. 


Ici x, y, z sont les coordonnées du point d'application de la force F, 
tandis que X, ŸY et Z sont les projections de F sur les axes Or, 
Oy, Oz. 

Entendons-nous bien sur la nature des vecteurs considérés. Des 
définitions du moment d'une force dans le cas d’un système de forces 
plan (ch. IT, n° 2.1), du moment d’une force par rapport à un axe 
et du vecteur moment d’une force par rapport à un centre, il ressort 
que ces grandeurs scalaires et vectorielles restent inchangées quand 
on transfère le point d'application de la force en un point quelconque 
de sa ligne d’action. La notion de moment ne s'applique donc pas 
seulement aux vecteurs liés (nous le verrons en dynamique) mais 
aussi aux vecteurs glissants. Quant aux vecteurs libres, la notion 
de moment n’a pas de sens, car une translation peut annuler le bras 
de levier, donc aussi le moment. 


1.3. Théorème de l’équivalence des couples dans l’espace. Nous 
avons montré dans le ch. II, n° 2.3, que deux couples coplanaires 
sont équivalents quand ils ont même moment (en valeur absolue) 
et même sens de rotation. Nous démontrerons maintenant le théorë- 
me de l’équivalence de deux couples dans l'espace. 


Théorème. Deux couples sont équivalents s'ils sont contenus 
dans deux plans parallèles, possèdent des moments égaux en valeur 
absolue et ont le même sens de rotation. 


Démonstration. Soit un couple F,, F, (F, = F, = F) 
de bras de levier À B dans le plan IT (fig. 5.3). Prenons dans un plan 
Il" parallèle à IT un segment CD égal et parallèle à AB. Appliquons 
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aux points € et D des forces équilibrées F,, F,,F., F, égales en valeur 
et en direction aux forces du couple donné (F3; — F, = F; = F; — 
— f). La résultante des forces F, et F,; a pour module F, + F,, est 
parallèle à ses composantes et appliquée au milieu du segment AD ; 
la résultante de F, et F, a pour module F, + F,, est parallèle à ses 
composantes et appliquée au milieu du segment BC. Puisque les 
résultantes de F,, F, et de F,, F, sont appliquées en un même point 
(les diagonales du parallélogramme ABDC se coupent en leur mi- 
lieu), égales en module et orientées dans les sens opposés, on peut les 
négliger. Restent les forces F;, F, formant un couple de moment égal 
à celui du couple F,, F, (les deux couples ont les forces de même 


Fig. 5.3 Fig. 5.4 


module et les mêmes bras de levier), dirigé de la même façon mais 
contenu dans un plan parallèle Il’. Puisque le couple F,, F, contenu 
dans le plan IE” peut être remplacé par tout autre couple ayant même 
moment et même sens de rotation (voir le théorème démontré dans 
le ch. IT, n° 2.3), on peut substituer au couple donné F,, F, apparte- 
nant au plan IT tout autre couple situé dans un plan parallèle, pré- 
sentant le même moment et le même sens de rotation. Le théorème 
est démontré. 


1.4. Représentation vectorielle du moment d’un couple. Pour 
définir l’action d’un couple sur un solide, il suffit de définir le plan 
d'action du couple, la valeur absolue de son moment (axe) et le sens 
de rotation. Les trois facteurs énumérés peuvent être définis en repré- 
sentant le moment du couple par un vecteur M perpendiculaire au 
plan d'action du couple et ayant pour module la valeur absolue du 
moment du couple: 


M = Fh. 
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L'orientation du vecteur M est définie par la règle de la vis à 
droite: cela signifie qu’en regardant de l'extrémité du vecteur, on 
voit tourner le solide sollicité par le couple dans le sens antihoraire 
(fig. 5.4). Etant donné qu'on peut transporter un couple tant dans 
son plan que dans un plan parallèle sans changer l'effet du couple 
sur le solide, il est possible d'effectuer la translation du vecteur 
moment d’un couple dans l’espace. De ce fait, le vecteur moment d'un 
couple est un vecteur libre. 

De la figure 5.4 et de la définition du vecteur moment d’une 
force par rapport à un point (n° 4.1), il ressort que 


M = Mom, (—F") = MomkF, M = Fh. (5.9) 


Un vecteur moment donné ne correspond pas à un couple de forces 
unique mais à une infinité de couples équivalents situés dans des 


Fig. 5.9 


plans parallèles. La correspondance entre le vecteur moment d’un 
couple et le couple de forces lui-même n’est pas biunivoque: à tout 
couple de forces correspond un vecteur moment unique, mais la 
réciproque n'est pas vraie. 


1.5. Théorème de la composition des couples dans l’espace. 
Deux couples situés dans deux plans sécants *) sont équivalents à un 
couple unique dont le vecteur moment est égal à la somme géométrique 
des vecteurs moments des couples donnés. 


Démonstration. Soient deux couples situés dans deux 
plans sécants IL, IL, (fig. 5.5). Supposons que les forces F,, —F! 
(F, = F, = F) forment le premier couple de vecteur moment #.. 
Orientons le premier couple de telle façon que la force —F' soit 
appliquée à un point À situé sur la droite d’intersection KL des 


*) Si les couples étaient situés dans=deux plans parallèles, on pourrait les 
transporter dans l’un de ces deux plans d’après le théorème démontré dans le 
n° 1.3 et les composer d'après la règle énoncée dans le ch. II, n° 2.4. 
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plans et dirigée suivant XL ; son bras de levier », sera perpendiculaire 
à XL. Transformons le couple de vecteur moment M, situé dans IL, 
de telle sorte que les modules de ses composantes F, et —F soient 
égaux à F, puis orientons ce couple de telle façon que la force F, 
soit appliquée au point À et dirigée suivant XZ dans le sens inverse 
de —F'. Le bras de levier du second couple k, sera perpendiculaire, 
lui aussi, à XL. On peut négliger les forces —F, et F, qui se font 
équilibre. La composition des couples nous donne donc un troisième 
couple de composantes F, et —F;, de bras de levier CB = k et de 
vecteur moment M de module M — Fh. Le couple F,, —F, est appelé 
couple résultant. Nous montrerons que le vecteur moment M du 
couple résultant est égal à la somme géométrique des vecteurs mo- 
ments M.,, M, des couples à composer. 

Puisque tout vecteur moment peut être transporté dans l’espace 
parallèlement à lui-même, nous placerons l'origine des vecteurs #4, 
et M, au point B ; le vecteur M, est perpendiculaire au plan IL,, et le 
vecteur Æ, est perpendiculaire au plan IÎl,. Les modules de M,, M, 
sont égaux respectivement à M, = Fh, et M, = Fh,. Faisons la 
composition des vecteurs M, et M, d’après la règle du parallélogram- 
me : le vecteur résultant est M. Il s’agit de montrer que le vecteur M 
est égal au vecteur moment du couple F,, —F;; autrement dit, on 
veut montrer que le vecteur M est perpendiculaire au plan de F, 
et —F;, a pour module Fh et est orienté de telle façon qu'en se pla- 
çant en son extrémité, on voie le plan tourner dans le sens antihoraire 
sous l’action des forces F, et —F. 

Le triangle BCA et le triangle formé par les vecteurs M, M, sont 
semblables, parce que les côtés M, et M, sont proportionnels aux 
côtés AB et CA: 


ASS 
et les angles BAC et (M, M.) sont égaux (leurs côtés sont récipro- 
quement perpendiculaires). Par similitude des triangles 


M _h 
M M? 
d’où 
hk h 
M= — M,=— Fh= Fh 
k: h; 


Ensuite, puisque M, 1 PF, et M, 1 F,, le plan des vecteurs 
M,, M, est perpendiculaire à F,, d'où M 1 F,. D'autre part, M, L 


AIS 
! BA et les angles C'BA et (M, M.) sont égaux (angles entre côtés 
homologues dans les triangles semblables), d'où M 1 BC. fl s'ensuit 
que le vecteur M est perpendiculaire à F, et à BC, c'est-à-dire pur- 
pendiculaire au plan qui contient F, et —F,. 
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Enfin, en regardant la figure 5.5, on remarque qu’en se plaçant 
à l'extrémité du vecteur M, on voit le plan tourner dans le sens anti- 
horaire sous l’action des forces F; et —F;. 

Ainsi donc, le vecteur M — M, + M, est bien égal au vecteur 
moment du couple résultant. En d’autres termes, le vecteur moment 
du couple résultant est égal à la somme géométrique des vecteurs 
moments des couples composants. Le théorème est démontré. 

S'il s'agit de faire la composition de plusieurs couples situés d'une 
façon arbitraire dans l’espace, on cherche le couple résultant unique 
en appliquant successivement la règle de composition de deux couples 
démontrée ci-dessus. De même que pour la recherche de la résultante 
de plusieurs forces, le moyen le plus facile de déterminer le moment 
du couple résultant est la règle du polygone: le vecteur moment du 
couple résultant est le vecteur fermant le polygone construit sur les 
vecteurs moments des couples à composer. 

La condition d'équilibre des couples s’énon- 
ce comme suit : les couples situés d’une façon arbitraire dans l'espace se 
trouvent en équilibre si la somme géométrique de leurs vecteurs moments 
est égale à zéro. 

Si les couples sont disposés dans un même plan ou dans des plans 
parallèles, la condition d'équilibre énoncée ci-dessus entraîne que 


la somme algébrique de leurs moments doit être égale à zéro (voir 
ch. IT, fin du n° 2.4). 


$ 2. Réduction d’un système de forces quelconque 
à un centre donné 


2.1. Méthode de Poinsot. Résultante générale et moment résultant, 
Rappelons les opérations qu'on peut effectuer sur les forces appliquées 
au solide en vertu des axiomes de ia statique (ch. [, n° 2.4 à 2.6): 

a) Transporter les forces le long de leur direction. 

b) Faire la composition des forces appliquées en un point d’après 
la règle du polygone. 

c) Ajouter ou supprimer un système de forces équilibré. 

Deux systèmes de forces réductibles l’un à l’autre par les opéra- 
tions élémentaires a), b), c) ont été appelés équivalents. Nous nous 
proposons maintenant d'obtenir un système de forces équivalent au 
système donné, sous sa forme la plus élémentaire. Par analogie au 
cas plan (ch. III, n° 1.2), nous utiliserons à cet effet, dans le cas 
général, la méthode de Poinsot de réduction du système de forces à 
une force et un couple. | 

Soient trois forces F;, F,, F, appliquées en trois points À,, 4:,, 43 
et non coplanaires en général (fig. 5.6). Prenons un point arbitraire © 
et transférons en ce point les forces F,, F,, F, en utilisant le lemme 
sur la réduction de la force donnée à un point arbitraire (ch. III, 
n° 1.1). Nous obtenons un système de trois forces F°, F;, F; appliquées 


2 
71-01146 
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en. O et de trois couples associés F,, —F.; F,, —F,; F3, —F, de 
vecteurs moments respectifs M,, M,, M;. 

Faisant la somme géométrique des forces F,, F,, F, appliquées 
au point O, nous obtenons la résultante générale du “système de fotr- 
ces R': 


R=F+FR+F=F +F +Fa=2D EF,  (.) 
La résultante générale est appliquée, elle aussi, au point ©. 


Faisant la somme géométrique de tous les vecteurs moments des 
couples associés, nous obtenons Île vecteur moment M, du couple ré- 


S4 


Fig. 5.6 


suliant P, —P", ou moment résultant du système de forces donné: 
M=M +M+M=YM,. (5.11) 


_ Puisque le vecteur moment du couple associé est égal au vecteur 
moment de la force par rapport au centre de réduction {voir (5.9)), 
ces 


Ms — Momo F : + Momo Fa + Momo F3 — > Momo F,. (5.12) 


Tout ce qui vient d’être dit à propos de trois es reste » sdluble 
pour n forces. Ainsi donc, tout système de forces situées d'une façon 
arbitraire dans l’espace se laisse réduire, dans le cas général, à une 
résultante appliquée au centre de réduction, équipollente à la résul- 
tante générale, et à un couple résultant de vecteur moment Ho 
(moment résultant) égal *) à la somme géométrique des vecteurs 
moments de toutes les forces données par rapport au centre de réduc- 
tion. 

Nous ne voyons pas sur la figure 5.6 le couple résultant P, —P" 
lui-même mais seulement son vecteur moment , (moment résul- 
tant du système de forces donné). En effet, nous avons vu dans le 


*) N'oublions pas que le vecteur moment d’un couple est un vecteur libre. 


« :| RÉDUCTION D'UN SYSTÈME DE FORCES À UN CENTRE DONNE 99 


n° 1.4 que le vecteur moment ne caractérise pas un couple de forces 
unique mais une infinité de couples équivalents situés dans des plans 
parallèles. De ce fait, le couple résultant ne se définit pas de façon 
univoque mais à une équivalence près. 

Déterminons analytiquement le module et la direction de la 
résultante générale et du moment résultant d’un système quelconque 
de n forces par rapport à un centre de réduction O. 

Placons l’origine des coordonnées au centre de réduction; le 
point d'application de la force F, aura comme coordonnées x,, y», 
z, ; les projections de F, sur les axes de coordonnées seront égales 
à Xv, Ye, Zy (v = 1, ..., n). Projetons (5.10) sur les axes de coor- 
données : nous obtenons les projections de la résultante générale R” 
sur les axes Ox, Oy, Oz: 


R; = à X V) <2 Ty R;= > Zv. (9.13) 
v=1 v—1 


Le module de la résultante Pos sera déterminé à partir de 
la formule 


R'=VRÈ+R}+R?, (5.14) 
et les cosinus des angles entre la résultante générale et les axes de 
coordonnées, par les formules 


/ Pi / TS / 


TR R! Dé oi R , R 
cos(K”, Ox)= Et, cos(R', Oy)= te, cos(R', 7). (545) 


Projetant (5.12) sur les axes de coordonnées et faisant intervenir 
la relation (5.6) entre les moments de la force par rapport à un point 
et par rapport à un axe passant par ce point (voir n° 1.2), on obtient 

12 
M 0x à moMox F,, 
| ee 
Moy à momMoy Fy (5.16) 
Fast 
Le 


M 0: = à MOmMoz Fy 


ou, en exprimant les moments de la force par rapport à l’axe à l’aide 
des formules (5.8), 
L£ 


Mox= à (YyZ == ZyT w); 


Moy = à (244 y — LyZ y), (5.17) 


V— 


Mo; — » (x, y — HA). 


—1 


Let 
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Le module du moment résultant et les cosinus des angles entre Île 
moment résultant et les axes de coordonnées seront déterminés par 
les formules 


Mo=V Môx+ Moy + Mô:; (5.18) 
cos (Ho Ox) — Fes , Cos(M,o, Oy)— pe , COS Go , Day = Mos Mo: . 
(5.19) 


2.2. Changement du moment résultant en fonction du centre de 
réduction. Invariants d’un système de forces. De même que pour un 
système plan, la résultante générale d’un système de forces quelconque 
reste inchangée quand on choisit un 
nouveau centre de réduction, car elle 
est égale à la somme géométrique des 
vecteurs forces composantes du systé- 
me. Invariante par tout changement 
du centre de réduction, la résultante 
générale est donc un invariant du Je 
me de forces donné. 

Voyons ce que devient le moment 
résultant d’un système de forces quel- 
conque quand on passe à un nouveau 
centre de réduction. Soit un système 
: de forces quelconque réduit à une ré- 

Fig. 5.7 sultante R' appliquée en un point O et 

à un Couple résultant dont le vecteur 

moment est égal au moment résultant M, par rapport au même point 

(fig. 5.7). Choisissons un nouveau centre de réduction O0”. Le rayon 

vecteur de l’ancien centre de réduction par rapport à O” sera nu- 

té r’,et le rayon vecteur du point d’ application A, dela force F,. 
FN: On a alors 


ro=r +rs. 


Le vecteur moment de la force F, par rapport au nouveau centre le 
réduction 0” est égal, en vertu de (5.2), à 


Momo F,=t{r"+r,, F,]— 
=(r", FE] +tr Fy= tr", F,]+ Momo F,. (5.20) 


Faisons la somme des vecteurs moments de toutes les forces du systè- 
me par rapport à 0’: nous obtenons le moment résultant par rapport 
au nouveau centre de réduction: 


na ñn n 
Mo= D Momo F,= D [r', F,]+ > MomoFy (5.21) 
v=1 v= 1 v=i 
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Puisque le vecteur r” reste le même pour toutes les F,, le premier 
terme de la somme peut s’écrire comme suit: 


D'or", XF, ]=1r, R']- Momo R', 
v=1 v=1{ 


ce qui veut dire que le premier terme de (5.21) est le vecteur moment 
par rapport à O’ de la résultante générale R° appliquée en O ; quant 
au second terme de (5.21), c'est le moment résultant de toutes les 
forces du système par rapport au point O: 


2 Momo F, = Mo. 


Il vient définitivement 
Mo: = Momo: R°+ M), (9,22) 


c’est-à-dire que le moment résultant d'un système de forces quelconque 
par rapport à un nouveau centre de réduction est égal à son moment 
résultant par rapport à l’ancien centre de réduction augmenté du 
vecteur moment par rapport au nouveau centre de la résultante générale 
appliquée à l’ancien centre. 

En faisant la projection de (5.22) sur la direction de la résultante 
générale et en nous rappelant que Mom,, À" !_ R”', nous obtenons 
l’égalité 

Mo. cos p’ = M, cos y. (5.23) 
La projection du moment résultant du système de forces donné sur 
la direction de sa résultante générale est une constante, invariante 
par le choix du centre de réduction. 

Cette propriété peut être formulée autrement : le produit scalaire 
du moment résultant du système de forces par la résultante générale 
de ce système est une constante, invariante par le choix du centre de 
réduction. 

En effet, multiplions les deux membres de l'égalité (5.23) par 
R': il vient | 

R'Mo- cos = R'M, cos y. (5.24) 
Or, le produit des modules de deux vecteurs par le cosinus de l’angle 
entre ces derniers est le produit scalaire des vecteurs. 

Tout système de forces se caractérise donc par deux quantités 
invariantes par le choix du centre de réduction: 

— ]la résultante générale du système de forces; 

— la projection du moment résultant sur la direction de la ré- 
sultante générale (ou produit scalaire de la résultante générale par 
le moment résultant). 

La première quantité est l’invariant vectoriel, et la seconde, 
l'invariant scalaire. 
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2.3. Système réductible à un couple unique. Nous avons vu dans 
le n° 2.1 qu'un système de forces situées d’une facon arbitraire dans 
l’espace se laisse réduire dans le cas général à une force résultante, 
équipollente à la résultante générale R’, et à un couple résultant 
dont le vecteur moment est égal au moment résultant M, du système 
par rapport au centre de réduction. Considérons les cas particuliers 
qui peuvent se présenter. Supposons d’abord que la résultante généra- 
le soit égale à zéro: le polygone de forces données est fermé et lu 
moment résultant est non nul. 


R'=0, M, 0. 


Dans ce cas le système de forces est équivalent à un couple résultant 
P, —P" dont le vecteur moment M, se définit par (5.12): 


{F,, Fos ce Ent œfP, —P'}. 


Il s’agit d’un système de forces quelconque réductible à un couple 
unique. 

Choisissons un nouveau centre de réduction O0” (fig. 5.7): le mo- 
ment résultant reste inchangé en vertu de la formule (5.22), si bien 
que 


Mo — Mo. 


Ce fait résulte également d’un raisonnement tout aussi élémentaire. 
Etant vecteur libre, le vecteur moment M, du couple résultant est 
susceptible de s'appliquer à un point quelconque. De même, Île 
couple résultant lui-même se laisse réaliser en un plan quelconque 


perpendiculaire au vecteur moment #,. 


2.4. Système réductible à une force unique. Théorème de Varignon. 
Le deuxième cas particulier est celui où la résultante générale est 
non nulle, RÀ 0. Trois possibilités se présentent alors: 
a) Pour le centre de réduction choisi O le moment résultant est 
égal à zéro: 
R' Z£ 0, M, T— 0. 


Dans ce cas le système de forces est équivalent à une force (résultan- 
te. unique R) équipollente à la résultante générale et appliquée nu 
centre de réduction O: 


{F;, F,, «os F, } cn À. 


Autrement dit, si le système de forces se réduit à un centre O sans 
donner naissance à un couple résultant, il est équivalent à une force 
résultante unique: | 
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b)} Pour le centre de r iduction choisi © le moment résultant est 
perpendiculaire à la résultante générale: 


R' +0, Mo #0, MoLR (MoR =. 


Montrons que dans ce cas le système de forces se réduit aussi à une 
force unique, qui ne passe cependant pas par le point ©. La résultante 
générale À” est contenue par hypothèse dans un plan perpendiculaire 
au moment résultant M, par rapport au point O. On peut donc réali- 
ser le couple résultant de facon que l’une de ses composantes, —R, 
soit directement opposée à R’ (fig. 5. 8). Le bras 


de levier À du couple résultant se déduit de #° 
l'égalité | F 
: ? 
d’où VAN a 
#20 CYLA RL 
h= / -p 
La seconde force R du couple résultant R, Fig. 5.8 


—R'" sera appliquée alors au point ©”, ex- 

trémité de la perpendiculaire de longueur À élevée en O au 
plan de M, et R° dans un sens tel qu'en se plaçant à l’extré- 
mité du vecteur M,, on voie tourner le plan dans le sens antihoraire 
autour du point © sous j’action de la force R (voir fig. 5.8). Suppri- 
rmons les forces R° et —R" appliquées en O: le système de forces 
s'avère équivalent à une force unique, 


Fi, Fc. FR, 


c’est-à-dire à la résultante appliquée en O0". Cette dernière est comme 
précédemment équipollénte à la résultante générale: 


R=—R'— à F,, 


mais sa ligne d'action ne passe plus par le point O. 

Ainsi donc, pour qu'un système de forces quelconque soit ré- 
ductible à une force unique, il suffit que son moment résultant 
soit nul ou perpendiculaire à la résultante générale. Dans les deux 
cas l’invariant scalaire (voir la fin du n° 2.2) est égal.à zéro. Nous 
verrons dans le n° 2.5 que cette condition est non seulement suffi- 
sante mais aussi nécessaire pour l'existence d'une résultante unique. 

Démontronslethéorème de Varignon sur le moment 
de la résultante d'un système de forces quelconque (nous l’avons 
déjà démontré pour un système plan dans le ch. IIE, n° 1.4): 


Le vecteur moment de la résultante d'un système de forces. donné 
(si elle existe) par rapport à un point quelconque est égal à la somme 
des vecteurs moments de toutes les forces du système par rapport à ce 
même point. 
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Démonstration. Soit un système de forces réductible 
à une force résultante unique À appliquée en un point ©. Choisissons 
un point arbitraire À. Selon le théorème de changement du moment 
résultant en fonction du centre de réduction, le moment résultant 
M , de toutes les forces du système par rapport au point À s’écrira 
par analogie à (9.22): 


M, = Mom,R + MW. (9.25) 


Puisque le moment résultant M, en © est égal à zéro (le système 
étant réductible à une force unique en O), on a 


M À = Mom, À. (5.26) 


En vertu de la formule (5.12) le moment résultant M 4 est la somme 
des vecteurs moments de toutes les forces du système par rapport au 
point À: 


ñn 
M , =— >» Mom.. F,. 
Vv—1 
Il vient définitivement 
Mom, R= > Mom,F,, (5.27) 
V=1 


ce qu'il fallait démontrer. 

Reste à considérer la troisième éventualité pour R’ 0, à savoir 
le cas où le moment résultant M, n’est pas perpendiculaire à la ré- 
sultante générale R”, 


2.5. Système réductible à un torseur. Axe central. Nous avons vu 
dans les n° 2,3 et 2.4 qu'un système composé de n forces est équiva- 
lent, suivant le cas, soit à un couple unique si sa résultante générale 
est égale à zéro, soit à une force unique (la résultante) si son moment 
résultant est nul ou perpendiculaire à }a résultante générale. Voyons 
maintenant comment se présente le système Île plus élémentaire 
équivalent à un système de nr forces situées d'une façon arbitraire 
dans l’espace dans le cas général, c’est-à-dire lorsque la résultante 
générale et le moment résultant sont tous les deux non nuls et font 
entre eux un angle ® =£ 90°: 


0OZp<90, où 90° < p< 180°. 


Soit un système de n forces réductible en un point O à une force 
résultante R’ et à un couple résultant dont le vecteur moment est 
égal au moment résultant M, ; la résultante et le moment forment 
un angle @ 90° (fig. 5.9). Décomposons le vecteur #, en deux 
vecteurs: M, parallèle à R’ et M, perpendiculaire à R’. Dans le 
plan contenant la résultante générale R” et perpendiculaire à M5, 
substituons à R° et au couple de vecteur moment M4 une force unique 
R équivalente et appliquée en un point O” (voir n° 2.4); portons le 


$ 2 RÉDUCTION D'UN SYSTÈME DE FORCES À UN CENTRE DONNÉ 1405 


vecteur #5 en O0’. Ainsi donc, le système de x forces considéré est 
équivalent à une force R et à un couple P, —P" qui agit dans un plan 
perpendiculaire à Æ (fig. 9.10). 

L'ensemble d’une force et d’un couple dont le plan d'action est. 
perpendiculaire à la force est désigné sous le terme de torseur. 

Un système de forces quelconque se réduit donc à un torseur dans 
le cas général où sa résultante générale est non nulle et non perpendi- 
culaire au moment résultant. Le torseur est la forme la plus élé- 


Fig. 5.9 Fig. 5.10 


mentaire à laquelle puisse être réduit un système de forces quelcon- 
que dans le cas général. La ligne d'action de la force faisant partie du 
torseur porte le nom d'axe central du système de forces donné (axe 
du torseur). 

On montre que le moment résultant du système de forces par 
rapport à tout point de l’axe central présente une valeur minimale. 


Fig. 5.12 


En effet, prenons un point À n'appartenant pas à l'axe central et 
transférons en ce point la force R et le couple de vecteur moment 
M6 : nous obtenons la même force R mais un vecteur moment diffé- 
rent M 4 (fig. 5.11). Ce dernier est égal à la somme géométrique de 
M6 et du vecteur moment du couple associé égal au vecteur moment 
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de À par rapport à À (voir formule (5.22)): 
Ms = Mom, R + Mb, 
Puisque M, “a Mom 4 À, on a: 
Ma=V MG +(Moms RP > Mo. (5.28) 


Etablissons les formules qui permettent de déterminer les élé- 
ments du torseur en fonction des projections X,, Y,, Z, des forces 
du système sur les axes de coordonnées et des coordonnées Ds Dre 
de leurs points d'application {v — 1, 2, ...,n). 

Le module de la force R équipollente à À la résultante générale R' 
du système de forces se laisse calculer d’après la formule counue 


R=VRTT RIT RE 
dans laquelle = 
-n NO …..': w 

RD He DiT. Med 7: 
v= 1 v= 1 V=1 
Le module du vecteur moment M, est égal à la valeur absolue 
«le la projection du momert résultant sur la direction de la résultante 
générale, c’est-à-dire à 


o= [Mocosql=-r MoR'lcosql=-\(Mo, R')l, (5.29) 


où (M,, R') est le produit scalaire des vecteurs M, et R'. 

Puisque la résultante générale R” et le produit scalaire du moment 
résultant. par la résultante générale sont des invariants statiques, 
les modules À et W4 de la force et du vecteur moment du couple qui 
composent le torseur sont invariants par le choix du centre de ré- 
duction. Dans le texte qui suit, nous écrirons donc partout M' au 
lieu de M;;,, car nous pouvons omettre l’indice ©. 

Portant dans (5.29) l’expression du produit scalaire en fonction 
des projections A vecteurs à multiplier, on obtient 


M'= El MosRi+ MoyRi+ MoRil, (5.30) 


OÙ Mox: Moy: Mo sont les sommes des moments de toutes les forces 
du système par rapport aux axes Ox, Oy, Oz. 

Etablissons maintenant les équations de l'axe cen- 
tra li. 

Plaçons l’origine des coordonnées en un point quelconque 
ñon situé sur l’axe central (fig. 5.12). Choisissons ensuite un point B 
de coordonnées x, y, z situé sur l’axe central-et portons en ce point 
kes origines du vecteur force R et du vecteur moment du couple 
formant torseur. Mettons en équation le moment résultant du système 
de forces par rapport au point O en faisant intervenir la relation entre 
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Us en cas de changement du centre de réduction (formule 
ee M, = Momo R + M'. 
En termes de projections sur les axes de coordonnées, on a 
Mox = momsxR + M:, 
Moy = momsyR + M,, 
Moz — momozR + M;, 
d'où 
Mx = Mox — mom, R, 
Mi= Moy — momo, R, (5:31) 
M; = Mo, — mom,,R. 


Les moments de R par rapport aux axes de coordonnées se laissent 
déterminer par les formules (5.8): 


MOMox À = yR; —zR;, 
momoy R = 2h; — xR;, (5.32) 
momoz R = zR, — yRi. 


L'axe central est Je lieu géométrique des centres de réduction 
pour lesquels la résultante générale R” est parallèle au vecteur mo- 
ment M”. Par conséquent, les projections de ces vecteurs sur les axes 
de coordonnées sont proportionnelles : 


Portant dans ces. proportions les valeurs de M;, M}, M; tirées de 
(5.31) et utilisant (5.32), on obtient les équations de l’axe central: 


Mox—{(yR;—328,) Moy GR, —32R;) Mo, — (GR, —yR)) 
La — 4 == , è (5.33) 
Re R}, R, 


Posant dans ces équations successivement x — 0, y — 0, z — 0, 
on obtient comme solutions les coordonnées des points en lesquels 
l'axe central vient percer les plans de coordonnées. 


Exemple 5.1. Six forces P, = 3 KkN, P, = 4 kN, P3 = 2 KkN, P, — 
= 9 KN, LP, — 1 KkN, P, — 6 kN agissent suivant les arêtes d’un parallélépipède 
rectangle de longueurs 4 m, 8 m, 6 m respectivement. On demande de mettre ce 
système de forces sous forme élémentaire et de déterminer les coordonnées x, y 
du point en lequel l'axe central du système vient percer le plan Oxy (fig. 5.13). 

Solution. Pour mettre Le système de forces sous forme élémentaire, 
cherchons tout d'abord les projections de sa résultante générale sur les axes de 
coordonnées et calculons la somme des moments de toutes les forces par rapport 
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à chacun des axes de coordonnées: 
Re = Pa + Pi — P;=LRKkN, Ri=0, R; = Pi + P:— P,=6kN, 
Mo — — P; -8 — —$ kKN °m Je 


Moy =— —P,'4 _… P3°6 + P;,°6 + P, 4 — 30 kN -m, 


Mo = — P,-8 + P,:8 — 8 KkN :m. 


Ainsi donc, ni la résultante générale ni le vecteur résultant ne sont égaux 
à zéro. Pour vérilier si le système en question ne se laisse pas réduire à une force 
unique, il ne reste qu’à voir si la résultante générale n’est pas perpendiculaire 
au moment résultant. À cet effet, exprimons le produit scalaire de la résultante 
ce par le moment résultant en fonction des projections des vecteurs à mul- 
tiplier : 
(R", Mo) = R£ Mo + RMoy + R:Mo, = 40 £ 0. 


Ainsi donc, la résultante générale et le moment résultant ne sont ni nuls 
ni perpendiculaires. Cela revient à dire que le système de forces se réduit à un 
torseur. Calculons la force R et Le 
vecteur moment #' du couple qui 
composent le torseur. Le module 
de la force est égal à 


RER VRETRETRE = 
= 6,08 KN, 


et le module du vecteur moment 
M' du couple est égal, conformé- 
ment à (5.30), à 


ne Lo à 


6, 
130.0 8-61 —6,58kN-m. 
Fig. 5.13 Puisque la direction de l'axe 


central se confond avec celle de la 
résultante générale, les cosinus des angles formés par l’axe central et les axes 
de coordonnées se déterminent d’après les formules (5.15): 


2 Le R: 1 LT NS * 
cos(R, O)= re ns 0164 (R, Ox)= 80,5. 


| TN 
cos (R, 0y) = Br = Go — 0. (R, O0y) = 90”, 
en A 6 ATX ; 
cos (R, Oj)= = Fos — 0,987, (R, Or 9,5. 


L'axe central est contenu dans un plan perpendiculaire à l'axe Oy et fait 
un angle de 80,5° avec le plan Ozy. | | 
Pour déterminer les coordonnées du point de rencontre À de l’axe central 
avec le plan Oxy, mettons z — 0 dans les équations de l’axe central (5.33): 
—8—(y:6—0) _30—(0— 7-6) 8—(0—y:1) 
1 = (à = 6 ° 


*) 1 kilonewton-mètre est ‘égal à 1000 newtons-mèêtres (ch. [,n° 2. 3). 
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Les coordonnées x et y se définiront donc par les deux équations 
30 +67 = 0, 6 (—8 — 6y) = 8 + y. 
De ces équations 


ZA—=—9 M, YA=—-7 M. 


57 


L'orientation du torseur dans l’espace est illustrée sur la figure 5.13. 


$ 3. Conditions d'équilibre d’un système de forces quelconque 


3.1. Ecriture vectorielle et analytique des conditions d'équilibre. 
Dans le dernier cas particulier de la réduction où la résultante géné- 
rale R’ et le moment résultant M, sont nuls, le système de forces est 
en équilibre. En effet, la nullité de la résultante générale veut dire 
que toutes les forces appliquées au centre de réduction se font équi- 
libre, et la nullité du moment résultant, que tous les couples asso- 
ciés se font équilibre. Si par contre la résultante générale et le mo- 
ment résultant ne s’annulent pas simultanément, le système de forces 
est équivalent soit à une force unique, soit à un couple unique, 
soit à une force et un couple à la fois: autrement dit, le système n'est 
pas en équilibre. 

Ainsi donc, pour que le système de forces appliquées à un solide 
soit en équilibre, il faut et il suffit que la résultante générale du 
système et le moment résultant par rapport à un centre de réduction 
quelconque soient égaux à zéro. 

Sous forme vectorielle les Moms F, 
conditions d'équilibre s'écri- Fs 
ront comme suit: 


R'—0, M,—0. (5.34) 


Le moment résultant d'un sys- Ne 
tème en équilibre étant nul F Éd + 
{ ms 


par rapport à tout centre de 
réduction (voir formule (5.22)), Mon, F 
on écrira M au lieu de M,. 


Pour donner un exemple de Fig. 5.14 


validité des conditions d’équilibre 
sous forme vectorielle, nous démontrerons la remarque faite en fin du n° 2.6 
du premier chapitre, à savoir: trois forces qui se font équilibre sont nécessai- 
rement coplanaires. 

Choisissons un point © sur la ligne d’action de la force F, (fig. 5.14). En 
vertu de la deuxième condition (5.34), on a 


Mo = Mom; F, + Mom, F; = 0, 
d'où 
Momo Fa — —Mom, F:. 


Cela revient à dire que les vecteurs moments Mom, F, et Moms F, sont portés 
par une même droite maïs orientés dans les sens opposés. En vertu de la défi- 
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nition du vecteur moment {n° 1.1), le plan IT, contenant le vecteur F, et le point © 
doit se confondre avec le plan I1, contenant F, et ©. Cela est vrai pour n'importe 
quel point © choisi sur la ligne d’action de la force F,, ce qui achève la démons- 
tration de la remarque. 


Les modules des vecteurs R' et M sont déterminés en fonction 
de leurs projections, à l’aide des formules 


R'=VRE+RPERE, M=VMiEMIEM. (5.35) 


Ici R;, R;, R; sont les projections de la résultante générale sur Îles 
axes Ox, Oy, Oz, et M, M, M,, celles du moment résultant sur 
les mêmes axes. 


La nullité des vecteurs R’ et M est conditionnée par les six égali- 
tés suivantes : 


R=X,+X,+...+X,= à X,=0, 
Ri=Yi+Y,+...+Y,= 21 Y,=0; 


Ri=Z+2 +...+7,= >) 7,—0, 


(5.36) 
M,= mom, FF, + momo, F, + Se + momo, F, = 


ñn 
V— 


M, =momo, F,+ momo, F,+...+mom,,F,= 
ñn 


= }, momo, F,=0, 


v=i 


M,= momo, F,+ mom, F,+...+mom,,F,= 
ñn 
V= 


Ces égalités sont précisément les conditions d'équilibre sous forme 
analytique. 

Aïnsi donc, pour qu’un système de forces quelconque appliqué 
au solide soit en équilibre, il faut et il suffit que s’annulent la som- 
me des projections de toutes les forces sur chaque axe de coordonnées 
et la somme des moments de toutes les forces par rapport à chaque 
axe de coordonnées. 

Des conditions d'équilibre (5.36) il ressort que dans le cas général 
d’un système de forces quelconque appliqué au solide, le problème 
est isostatique toutes les fois que le nombre des forces inconnues 
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n’est pas supérieur à six. S’il y a plus de six forces inconnues, le 
problème est hyperstatique et ne peut être résolu par les méthodes: 
de la statique. 


3.2. Cas particuliers d’un système de forces quelconque. Examinons 
les trois cas particuliers suivants. 

a) Les forces sont concourantes. Plaçons l’origine des coordonnées. 
au point de concours: nous avons alors dans (5.36) M, = M, 
= M, = 0. Restent trois conditions analytiques d'équilibre d'ur un 
système > de forces concourantes (voir (1.28)): 


n ñn n 
2 A0, 2 T0; 2 Z,=0. 


1 V= 1 


e 
] 


b) Les forces sont coplanaires. Supposons qu'elles soient conte- 
nues toutes dans le plan Ozxy: nous avons alors dans (5.36) R; = 0 
et M, = M, = (voir les remarques à la formule (5.3)). Restent 
trois conditions analytiques d’équilibre du système de forces plam 
(voir (3.7)): 


ñn EL n 
D'X,=0, D Y,-0, À mom F,=0. 
v=1 v= 1 v—=i 
En effet, on a dans ce cas M, = m, par définition du moment d’une 


force par rapport à un axe; autrement dit, M7, est égal à la somme 
algébrique des moments des forces données par rapport au point O. 

c) Les forces sont parallèles sans être coplanaires. Disposons un 
axe de coordonnées, par exemple Oz, parallèlement aux forces. 
Nous avons alors dans (5.36) R; = R, = 0 et M, = 0. Restent. 
trois conditions analytiques d'équilibre d'un système de forces: 
parallèles : 


n 
> 2;= 0; D momox Fy= 0, > momo Fy=0. (5.37) 
v=1 vV=—i v=1 

Dans chacun des cas a), b), c) le problème reste isostatique toutes 
les fois que le nombre des forces inconnues appliquées au solide ne 
dépasse pas trois. 


3.3. Equilibre d’un solide à un et à deux points fixes. Considérons: 
l'équilibre d’un solide gêné sollicité par un système de forces dans. 
l’espace. 

a) Solide fixé en un point. Soit un solide fixé par une articulation. 
sphérique © et sollicité par des forces données P,, P,, ..., P, 
(fig. 5.15). Plaçons l’origine des coordonnées en 0. Les Projections 
de la réaction R, de l'articulation sphérique © (voir ch. 1, n° 2.9} 
sur les axes Ox, Oy, Oz seront notées X,, Yo, Zo. Ecrivons les 
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conditions d'équilibre (5.36) : 


LU m 
D Puxt Xo=0, D Puy tYo=0 à Put Zo=0, 
= u=1 h=1 ne 
| (53.34) 
C0 nm m 
> MOoMox Pr = 0, >. momoy Pa = 0, > momo; Puy = 0. 
U=!{ = u=1 
Aucune grandeur inconnue n'intervenant dans les trois dernières 
conditions, celles-ci représentent justement les conditions d'équilibre 
d'un solide fixé en un point et signifient que M, — M, = M, = 0, 
donc M = 0, 
Ainsi, pour qu'un solide fixé en un point se trouve en équilibre, 
il faut et il suffit que soit nul le moment résultant du système de 


Fig. 5.15 Fig. 5.16 


forces appliquées au solide par rapport au point fixe. Autrement 
dit, l'équilibre du solide fixé en un point exige que le système de 
forces données soit réductible à une force unique R, 


R = —R,, (5.39) 
passant par le point fixe. 

Les trois premières conditions (5.38) renferment les projections 
inconnues de la réaction R, et sont des équations d'équilibre dont 
les solutions se trouvent immédiatement : 


m 


Xo= — D Per Yo=— D} Puy  Zo=—Y P 
m=1 H=1 u=1 


Les égalités obtenues ne sont, au fond, que la traduction de l'égalité 
vectorielle (5.39) en termes de projections. 
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b) Solide fixé en deux points. Soit un solide fixé en ses deux 
points O,, O, au moyen d’articulations sphériques et sollicité par 
des forces F,,F,, ..., F, (fig. 5.16); un corps ainsi fixé ne peut que 
tourner autour de l’axe passant par ses points fixes O, et O,. On 
demande de savoir Les réactions en O, et O,, ainsi que les conditions 
imposées aux forces F,, F,, ..., F, pour que le solide soit en 
équilibre. 

De même que dans lé cas plan, il y a intérêt à disposer l’origine 
et les axes de coordonnées de façon à simplifier autant que possible 
la forme des équations d'équilibre: les axes seront donc parallèles 
(ou perpendiculaires) au plus grand nombre possible de forces in- 
connues et coupés par le plus grand nombre possible de forces. Dans 
notre cas, nous placerons l’origine en ©, et dirigeons l'axe O,z paral- 
lèlement à l'axe de rotation possible du solide. 

Décomposons les réactions R,, R, en O,, O, suivant les axes de 
| coordonnées. Le solide reste en équilibre tant que les forces F., 
| re L. Fh et les composantes des réactions R,., R,,, R,,, R:» 
Ron R 2 Véritient les conditions 'AQARrS {5. 36). “Soit a la distance 
‘entre les points O, et O, ; il vient 


Ÿ . + Rix+ Box — 0, 
u=1 


2 Yu + Riy + Ray = 0, 


à Zu Ria + Riz 0, 
| nu (5.40) 
D MoMmozx Fa — Roya = 0, 


U=Â 


m 
2, mOMoy Fu + Roxe = 0, 


D momo; Fr = 0. 
et 
La dernière des conditions d'équilibre (5.40) ne contient aucune 
composante de réaction: elle constitue donc la condition nécessaire 
et suffisante pour que le solide sollicité par les forces données se 
trouve en équilibre. Les cinq'autres conditions renferment six in- 
connues et sont donc des équations d' équilibre. 
On tire de la quatrième.et de la cinquième équation 


m m 
h=—1 on u=1 


8—01146 
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puis de la première et de la deuxième 


Ris + >, momoy Fy— > Xus 


u=— 1 n—1 


4 m mn 
Riyy= —" D, momos Fi — D Yu 
u= 1 = 1 


Pour déterminer les composantes R,, et R,, des réactions, on ne 
dispose que d'une équation unique 


Riot Re = — D Zu (3.41) 


qui ne fournit que leur somme. Ainsi donc, le problème de recherche 
des réactions des points fixes est hyperstatique. Supposons que R,, 
et R;, vérilient (5.4{); alors RŸ, — R,, + f et RE, — R,, — 
vérifient la même équation, elles aussi. Il se peut donc qu'il y ait 
une tension initiale, ou précontrainte, entre les points fixes. C’est 
précisément l'éventualité de la précontrainte qui est à l’origine de 
l’indétermination statique. 

Pour que le problème redevienne isostatique, il suffit de fixer 
le solide en O, au moyen d’une articulation cylindrique (rotoïde). 
La composanteR,,s’annulant, 
il reste cinq inconnues et cinq 
équations. 

De (5.41) on tire alors 


m 
R y; = == > AT 
u=— 1 


£ xemple 5.2. Une tou 
C de 1 m de diamètre et un en- 
grenage D de 10 cm de rayon sont 
emmanchés sur un arbre horizontal 
AB (fig. 5.17). Les autres dimen- 
sions sont marquées sur le dessin. 
Une force verticale P — 15 KN 
est appliquée suivant la tangente 
à la roue C. Une force horizontale 
de valeur inconnue est appliquée suivant la tangente à l’engrenage D. On 
Wemande de savoir la force @ et les réactions aux paliers À, B en position 
d'équilibre. | 
Solution. Les problèmes de statique dans l’espace sont abordés dans 
le même ordre que sur le plan: on dessine le schéma des efforts, on marque les 
forces connues et inconriues qui assurent l'équilibre du solide, on choïsit la 
position du système de coordonnées (lieu de l’origine, directions des axes), puis 
on écrit les équations d'équilibre dont les solutions fournissent les forces (ou 
autres grandeurs) cherchées, 


Fig. 5.17 
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Plaçons l'origine des coordonnées en À ; l’axe Ay sera parallèle à l’arbre, 
et les axes Ax et Az, perpendiculaires à celui-ci dans les plans horizontal et 
vertical. 

L'équilibre de l’arbre est assuré par les forces P, Q et les réactions aux 
paliers R,, R£. Décomposons les réactions suivant les axes de coordonnées Az 
et Az: nous obtenons les composantes X4,Z2,,Xp, Zn. Les composantes sui 
vant Ay sont inexistantes, car aucune liaison matérielle (donc aucune réaction 
de liaison) ne s’oppose à la translation de l’arbre le long de cet axe. 

Nous chercherons cinq inconnues Q, X4, ZA, Xp, ZR €n écrivant les équa- 
tions d'équilibre (5.36) qui sont en l’occurrence au nombre de cinq, elles aussi : 
en effet, nous obtenons deux équations en annulant les sommes des projections 
de toutes les forces sur les axes Ax, Az, puis trois autres équations en annulant 
les sommes des moments de toutes les forces par rapport aux axes Ax, Ay, Az: 


DX=Q+XaA+XR= 0, (1) 
DZ= —P+Za +280, (2) 
Smomoz F = —P:0,8 + Zn1 = 0, (3) 
S momo, F = —Q:0,1 + P-0,5 — 0, (4) 
ŸS momo, F = —Q:0,2 — Xg-1 = 0. (5) 


De l'équation (4), Q = 5P = 75 KN; de (5), X3 — —0,2 0 = —15 KN; 
de (1}, X4 = —Q — Xp = —60 KN; de (3), Z4 — 0,8 P — 12 KN; enfin, 
de (2), Za = P —Zx—3 KkN. 

Le signe négatif de X, et 
X R signifie que les composantes 
XA et X; des réactions sont 
orientées à l'inverse du des- 
sin. 

Exemple 5.3. Le cou- 
vercle rectangulaire A4BCD 
d'une caisse est soutenu à 
l’état ouvert par une béquille 
EC en C. Le poids du couver- 
cle est P —15 kN;,DC=DEF; 


LS | , 

EDC = 60°. Déterminer les ré- ïÆ 
actions aux articulations cy- Fig. 5.18 

lindriques À, D et l'effort S 

dans la béquiile {le poids de la béquille est à négliger). 

Solution. Plaçons l'origine des coordonnées en À (fig. 5.18) et orien- 
tons l’axe À y suivant le côté AD, l'axe Az verticalement vers le häut et l'axe 4x 
suivant le côté AF. | 

L'équilibre du couvercle est donc assuré par: 

— le poids. P appliqué en son centre de symétrie et dirigé verticalement 
vers le bas; | 

— la réaction R de la béquille portée par son axe et orientée de E vers C 

— les réactions aux articulations R,, R>. 

Décomposant les réactions R,, R, suivant les axes de coordonnées 4x 
et Az, on obtient quatre composantes X 1, Z 1, X p, Z n; les composantes parallè- 
les à l'axe Ay sont nulles, car les articulations cylindriques À et D ne s'opposent 
pas à Ja translation le long de l’axe Ay. 


. 
"4 


MN 
Ecrivons les équations d'équilibre. Remarquons que CED = 60°, car DC 
8 * 
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nr 


EE TO PRE sn at 
FE DEet-EDC = 80°. Projetons toutes les:forces sur les axes Ax et Az; il vient 


J°'* 
ie BAIE CN À = À 4 +.X p +..R ‘COS 120° = O, (4) 


RS 2 2 LÉ Ba 2 pe R 008 30° = 0. @ 


sue Verger ue cat pig, re, oui Te me Hbiae. SA Jiis:q'i 
RCE pour déterminer les moments des, forces par rapport à l'axe Az, projetons 
îles farces sur le plan Ayz et calculons les. momenñts des vecteurs projections de 
ces forces par rapport à A. Pour déterminer les moments des forces par rapport 
aux axes Ay et Az, projetons d’abord toutes les forces sur les plans Azz et Azy, 
puis calculons les moments dés vecteurs projections pat rapport à 4. Les équa- 
tidds d'équilibre correspondantes s'écriront sous là, forine 

Line. bd D ete be LE LAREE ee MO Re RS NE SE ER Joe es 


$ 


Ÿ' momos F=—P+ + AD+Zn-AD+Rcos80°.4D=0, (3) 
Ne nd ee Safe A eo . 


(5) D, momoy F = P- Z. AB cos 60°— RŸAE sin 60° —0, (4) 
(3 M Ni ‘ 


> momoz.F=—ZXp-AD-+R cos 
'’ pa. ie US Ne 0 


CES . Le 
Li 40 RARES ENS 


0°.AD —0, | (0) 
A Lit 


{1 Divisons (3) et (5) par AD et.(4)‘par.AB. fl vient.en définitive 


et OU 1: A Ê POS ES RE 1: PB _N: RIT 
+ . et _ . “3 XA+XD—— R=0, Ve. at io eu (1°) 
PRABREUS  het SO ES Ne Es 


? Ne ‘ 


is a si : 5 . 4 
rs Loue D : é er re Fit 
cs a 52 . ST ss Le 5 2. 
Re Tiens re RSA : 


Ë de . 
Za+Zp+ F£ R= 
+ ” V3 1504 Bet 9e ms CE 
«8 À En À Ent R = 7,5, ji PRIE D Rh #:(8°) 
k ; At F4 _. | . 
SPAIN OI 
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be 3 Q . | 
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' 
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. DESSIN LOC 16 PS à ( CR 
de | HER AE re sil! EN E ete EI Hs 


De (4) on a À — 4,33 kN; la pa EC subit donc-un effort de compres- 
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Projetant les forces connues P, Q et les réactions sur les axes Az, Ay, As, 
on obtient trois premières équations d'équilibre (5.36) sous la forme  : 


D'X = —Rycosÿ +R, cos Ÿ = 0, _(t} 

D Y= 0 cos B +R, cos p + R,cosp = 0, _(2} 
>,Z2=—-P—Qsinf—R, sin p— R;, sin p — 

— R; sin — ResinŸ — R5—Rç=0. (3) 

Ra = Rg. d'y 


Passons au second groupe d'équations d'équilibre (5.36). Expliquons l’ordre 
de calcul des moments des forces par rapport aux axes de coordonnées. En tout 
premier lieu on cherche les moments qui s’annulent. Les forces Q@ et R; passent 


De l'équation (1) 


par l’origine des coordonnées À ; de ce fait, leurs moments par rapport à chacuif 
des trois axes de coordonnées sont nuls. Remarquons ensuite que les lignes d'ac- 
tion des forces Ra, Re, R, coupent l'axe Az, celles de R, et de R, coupent l'axe As: 
et que la force R, passe par le point D de l’axe Ay. De ce fait, les moments cor- 
respondants de ces forces sont également nuls.-Les forces P, R,, R, étant parallë- 
les à Az, leurs moments par rapport à cet axe sont nuls. Les trois dernières équa= 
tions d'équilibre (5.36) s'écriront donc comme suit: PANNE, 


momo, P + momo.iR; + momo, Res =:0, (4) 

momo, P + momo, R; + momo, Rs + momo, R, + momo, Re = 0, (5) 
momo, Re = 0. | es 7. 6) 

De l’équation (6) on a , ÉU. 


car la force R, ne rencontre pas l'axe 4z et n'est pas parallèle à ce dernier, alors 
que son moment par rapport à Az est égal à zéro. Il n’est pas difficile de mener 
par P, R;, R4 d’abord des plans perpendiculaires à 4x, puis des plans perpendi- 
culaires à Ay: cela nous permet de calculer directement les moments de ces for- 
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ces par rapport aux axes indiqués (voir n° 1.2}. Les moments de R, ct R, par 
rapport à l’axe Ay se calculent d’après la seconde formule (5.8); puisque 


1 
M ET 2y—=0, Rss, = —R;Sin 1, 


il vient 


{ : 
momoy BR; —=momoy R;— 5 aR;4 Sin Ÿ. 


Remarquons qu’on aurait pu obtenir le même résultat sans faire intervenir les 
formules (5.8). Premièrement, la force R, est contenue dans le plan Azx perpen- 
diculaire à l’axe Ay, son bras de levier A (voir n° 1.2 et fig. 5.19) est égal à 


Tasin + et le signe du moment est positif : en regardant de l'extrémité de l'axe 
À y, on voit le plan tourner dans le sens antihoraire autour du point À sous l’ac- 
tion de la force R,. Deuxièmement (pour les forces non parallèles aux axes de 
coordonnées), la force. R, peut être décomposéce suivant les axes de coordonnées: 
la première composañte R,., qui coupe l'axe Ay, ne donne aucune contribution 
au moment de. R, par rapport à cet axe, tandis que la seconde composante 
Re, = —R, sin ÿ-k fournit la totalité du moment indiqué. Un raisonnement 
analogue est valable aussi pour la force R,. 

Compte tenu de (1°) et de (6’}, les équations (2} à (5) s’écriront donc 


Q cos B + R, cos ® = 0, (2’) 
—P — Q sin f — R, sin q — 2R, sin Ÿ — R3 — Re = 0, (3°) 
+ Pb — Rs Rsb = (4) 


+ Pa-aRs sin + Roa—0. Gi) 


Des équations (2’) et (4) 


. cos $. + 
cos® Ri+hRç=— P. 


1— 


Portons ces expressions dans (3); il vient 


4 | 
sn (cos B tg @--sin f) © —-- P]. 
On tire alors de (5') 
| À { se 
R= — 7 P— (cos $ tg p—sin B) © 
et de (4') 


{ À x 
R;— nr: P+— (cos P tg p—sin B) ©. 


Toutes les six réactions sont trouvées. L'expression de R, est négative, les 
angles $ et p étant aigus et Q positif, ce qui veut dire que la barre AH n'est pas 
tendue mais comprimée. Les signes des autres réactions, donc aussi les sens des 
efforts dans les barres ME, MF, DH et CG, se laissent définir en fonction des 
quantités P, Q, Bet ©. Puisque l'effort dans la barre BG est égal à zéro, cette 
barre surabondante peut être supprimée {à condition que la force Q reste cons- 
tante!). 


EXERCICES RU 


Exercices 


Exercice 5.1. Mettre sous forme élémentaire un système de quatre 
forces égales en module P, — P, — P, — P, = P appliquées à quatre sommets 
d'un cube d’arête a comme il est montré sur la figure. 5.20, a. 

Réponse. R'—V2P(j+k), Mo= V2Pa(-j+k). Puisque 
R" | Mo, le système de forces se réduit à une force résultante unique R — R' 
appliquée au point À (fig. 5.20, b). 


a) 
Fig. 5.20 


Exercice 5.2. Mettre sous forme élémentaire un système de quatre 
forces P, — 20 N, P, — 40 N, P3 = 30 N, P, — 20 N appliquées aux sommets 
et dirigées suivant les arêtes d’un cube d’arête 1 m (fig. 5.21, a). 


Fig. 5.21 
Réponse. R'— 40j + 30k, Mo—20k, (R°, Mo) Z 0”, 


R'i=5S0N, M'— 7 Mo R')| — 12 Nm. 
Le système de forces se réduit à un torseur (fig. 5.21, b) dont l'axe central a pour 
équations x — 5 » y: = 3%. | 
Exercice 5.3. Une dalle homogène ABDE de poids P = 6 kN est 
soulevée à l’aide de trois câbles verticaux attachés en À, K et E (fig. 5.22); 


les dimensions sont marquées sur le dessin. Déterminer la tension des câbles. 
Réponse. T—1KkN, T.—2kN, T, — 3 EN. 
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Exercice 5.4. Une porte de poids P pivote autour de l'axe vertical AB 
dans un palier inférieur À et un palier supérieur B. En son angle supérieur D 
la porte est retenue par une force @ perpendiculaire à son plan, et en son angle 
inférieur Æ, par une force horizontale T qui fait un angle de 45° avec le côté AE 


Fig. 5.22 Fig. 5.23 


(ge 5.23). On demande de savoir le module de la force T et les réactions aux 
paliers en position d'équilibre; AB =. a, BD = b. 


= b 
Réponse. T— Y2Q, Xa—= —Q, Xp=Q Ya= Q+sr Pr, Y5= 
b 


=, À ZA — P. 


CHAPITRE VI 


CENTRE DES FORCES PARALLÈLES 
ET CENTRE DE GRAVITÉ 


$ 1. Centre des forces parallèles 


1.1. Réduction d’un système de forces parallèles à une résultante 
unique. La composition de plusieurs forces parallèles peut se faire 
pas à pas, en appliquant successivement la règle de composition de 
deux forces parallèles (voir ch. II, n°5 1.1 et 1:2). 

Proposons-nous de faire la composition de quatre forces parallèles 
appliquées en quatre points À;,, A4, As, À, et orientées ‘dans le 
même sens (fig. 6.1). La résultante R, des forces F, et F,a pour modu- 
le la somme des modules de ces deux forces: 

R; = Fi + Fi. 


Elle est appliquée en un point C, situé sur le segment de droite 
joignant les points d'application A, À, des forces F,, F,, parallèle 
à ces forces et orientée dans le mê- 
me sens. La position du point C; 


LR 
est définie par la relation MA 
0 FA 
EL Fe a PATES T 1\E, 


/ L 

La résultante R, des forces R;, F, FA F d k F|Y 
est de module égal à la somme des LL / 
modules des forces données: ré Az 

/ 

/ / 
R=R+Fs=F + PF + F3, d £ AT 
appliquée en un point €, du seg- Pig. 6.1 


ment de droite joignant les points. 

d’ application Ci: A3 de R, et F;, parallèle à ces dernières et orientée 

dans le même sens. La position : point C, est définie par 

Enfin, la résultante R des RE R. et Re est de module égal à La som- 

me des modules de ces deux forces: 
R=R+f=F+F+F:+ EF, (6.2) 
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parallèle à R, et F,, orientée dans le même sens et appliquée en un point 
C' situé sur le segment C,4, ; la position du point € est définie par 


F 
CC = 4 CA. 


On peut trouver de cette manière Le module et le point d’applica- 
tion de la résultante d’un nombre quelconque de forces parallèles. 
Ainsi donc, la résultante des forces parallèles et orientées dans le 
même sens est parallèle à ces forces, orientée dans le même sens, égale 
en module à la somme des modules des forces composantes et appli- 
quée en un point dont la position se définit en fonction des modules 
des forces en jeu et de la position des points d'application de ces 
dernières. 

Montrons que la position du point € ne change pas lorsqu'on fait 
tourner toutes les forces autour de leurs points d'application, à con- 
dition que les forces soient toujours parallèles. 

Faisons tourner toutes les forces F,, F,, F;,, F, d'un même-angle 
autour de leurs points d'application en conservant leur parallélisme 
(les nouvelles positions sont représentées sur la figure 6.1 en trait 
pointillé). La résultante R, des forces F, et F, reste parallèle à celles- 
ci, est orientée dans le même sens et à comme module la somme des 
modules de F, et F,; la position de son point d'application ©, est 
définie comme précédemment par la relation (6.1). Puisque les mo- 
dules des forces F., F, sont restés inchangés, de même que les posi- 
tions des points À,, À,, la distance 4,C, définissant la position 
du point €, ne change pas. Aïnsi donc, lorsqu'on fait tourner les 
forces F,, F, d’un angle déterminé autour des points À,, À;,, leur 
résultante tourne du même angle autour du point C, restant parallèle 
à ces forces. Le même raisonnement appliqué aux forces R, et F,, 
puis à R, et F, nous montre qu’en faisant tourner l’ensemble des 
forces d’un certain angle sans détruire leur parallélisme, leur ré- 
sultante tournera du même angle autour du même point € tout eu 
conservant son module. Le point d'application € de la résultante est 
appelé centre du système de forces parallèles. 

Si les forces parallèles ne sont pas toutes de même sens, le raison- 
nement reste le même en principe, à ceci près qu'en cherchant le 
module et le point d'application de la résultante, on fera intervenir 
les relations déduites dans le ch. IT, n° 1.2, pour la composition 
des forces parallèles et de sens opposés. Le module de 1a résultante 
reste toujours de la forme (6.2), mais les modules des forces compo- 
santes interviennent avec le signe positif si le sens de Ia force cor- 
respond au sens choisi comme positif, et avec le signe négatif si la 
force est orientée dans le sens inverse. 


1.2. Centre des forces parallèles. Maintenant nous établirons des 
formules qui permettront de calculer les coordonnées du centre des 
forces parallèles. 
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Soient n forces parallèles F,, F,, . .., F,, supposées non toutes 
de même sens pour plus de généralité. Désignons les coordonnées de 


leurs points d'application par 
(is Yi Z1); (Tus Uos Za)s + + «+ (Æns Un Zn). 


La résultante de ce système de forces est parallèle aux forces don- 
nées. Son module est égal à la somme algébrique des modules des 


composantes : 


n 
Nous omettons le cas où > + F, —0; en effet, dans ce cas le 


v=i 
système de forces parallèles est équivalent soit à 0, soit à un couple 
de forces unique, ce qui fait qu'il n’a pas de résultante et la recherche 
du centre des forces parallèles : 


n’a aucun sens. Nous posons AES DL) 
n CRETURN 


aussi Ÿ. + F, > 0, sinon on CA AA jF 
V—=1 
choisirait le sens inverse com- J 
me positif. Ze 
Les coordonnées du point 
d'application € de la résultan- Ze 
te, c’est-à-dire les coordonnées 
du centre du système de forces % 
parallèles considéré, seront dé- / 
signées par Ze, Ycr Zc- z 
Orientons toutes les forces Fig. 6.2 
parallèlement à Oz (fig. 6.2): 
la résultante R est parallèle à Oz, elle aussi. Calculons maintenant le 
moment de la résultante par rapport à l’axe Oy. En vertu du théorè- 
me de Varignon (5.27) et de la formule (5.6), le moment de la résul- 
tante par rapport à l’axe Oy est égal à la somme des moments des 
composantes par rapport à ce même axe. Les bras de levier étant 
égaux aux abscisses des points d'application des forces (voir figure), 
on à 


k£ AnlTn Ya: Zn) 


ÿ 


n 
Ric = Fit + Foto +... + Fix, — 2 Pire (6.3) 
V— 
d'où 
{ ñ > Fyzy 
2 D En = = — (6.4) 
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(rappelons que les valeurs de F, interviennent dans le numérateur 
et le dénominateur avec le signe positif si le sens des forces est celui 
de l’axe Oz, et avec le signe négatif si les forces sont orientées dans 
le sens inverse). 

Faisons tourner ensuite toutes les forces autour de leurs points 
d'application de façon à les amener en parallélisme avec l'axe Oz. 
Le moment de la résultante et la somme des moments des forces 
composantes par rapport à l'axe Oz étant égaux, il vient 

n 


Ryc= Fiyi + Foÿe + .. + Fan = 2 F,ys; 
d’où 


= ——. (5.5) 


Tournons enfin toutes les forces autour de leurs points d’applica- 
tion pour qu'elles soient parallèles à l'axe Oy. Il découle de l'égalité 
du moment de la résultante et de la somme des moments des compo- 
santes par rapport à Or que 


2c — e——— , (0.6) 


Les formules (6.4) à (6.6) déterminent les coordonnées du centre 
des forces parallèles en fonction des coordonnées connues des points 
d'application des forces. Multipliant les formules (6.4) à (6.6) par 
les vecteurs unités à, j, k respectivement et faisant nr addition, 
on obtient une formule vectorielle unique qui définit le rayon vecteur 
re = Xci + Yci + zck du centre des forces parallèles : 

n 
Fyry 
FiritFirat + Fnrn, _ v= 


1 re 
FbFibe din 2 0 sa 


re — 


où ry = Lyè + y,j + z,k est le rayon vecteur du point d’applica- 
tion de la force F, (v = 1, 2, ...,n). 


$ 2. Centre de gravité 


2.1. Formules générales des coordonnées du centre de gravité. 
Tout corps solide peut être assimilé à un ensemble d’un grand nombre 
d'éléments matériels de très faibles dimensions. Chacun de ces élé- 
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ments est attiré par la Terre avec une Îforce orientée verticalement 
vers le bas et appelée poids de l'élément matériel donné. Dans notre 
cours de statique, nous étudions des corps solides qui représentent 
des éléments de structures et. d'ouvrages dont les dimensions 
sont faibles devant celles du globe terrestre; nous admettons donc 
que les poids des différents éléments d’un ensemble matériel sont 
parallèles. Leur résultante est égale à la somme des poids de tous les 
éléments : P — >, p,, et s'appelle poids du solide. Le centre des forces 
parallèles est appelé centre de gravité du solide. 

Remarquons que le centre de gravité du solide occupe une posi- 
tion fixe qui ne dépend pas de la position du solide lui-même.dans 
l'espace. En effet, si nous faisons | 


tourner le solide, les forces d’at- PE 

traction exercées sur ses différents A 

éléments tourneront, par rapport 1 (Ty Lyr2) 

au solide, autour de leurs points Pat 
d'application tout en restant Le ” de. 1) 
orientées verticalement versle bas NL PE # 

et parallèles entre elles. Or, dans | 


ce cas le centre des forces paral- 
lèles conserve sa position (voir 
Je paragraphe précédent). | f 

Cherchons les coordonnées du Pie. 63 
centre de gravité d’un solide de . 5 sn . 
poids ?. À cet effet, subdivisons le solide en un grand nombre d'élé- 
ments matériels et désignons le poids d'un v-ième élément par p,, 
et les coordonnées de son point d'application, par (x,, y., 2.) 
(fig. 6.3). Nous pouvons écrire alors en vertu de (6.4), (6.5) et (6.6): 


1 1 4 
Te D. > Dvylv Yc T7 p D Dvd 2c— "P >» Pv?y- (6.8) 


_ Exprimons le poids d’un élément du solide en-fonction de sa 
masse :'p, —m,£8. Nous nous bornons à considérer ici des solides 
de dimensions relativement petites: cela veut dire que £g est uné 
grandeur constante pour tous les éléments du solide et égale à l’accé- 
lération de la pesanteur au point donné du globe terrestre. Ceci posé, 
les formules (6.8) définissant les. coordonnées. du centre de gravité du 


solide s'écriront commé suit: ‘* ” | 
To = y Dirt Vo gp D Mol. 20 = 57 D Mon (6.9) 


où M = Dm, — P/g est la masse du solide.-Multipliant les formu- 
les (6.9) par les vecteurs unités £, j, k respectivement et faisant leur 
addition, on obtient, une formule vectorielle unique exprimant le 
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rayon vecteur re = toi + Ycl + Zck du centre de gravité du solide: 
rc= _ > MT y (b.10) 


OÙ ry = Li + y,j + 2,4% est le rayon vecteur d’un v-ième élément. 

Plaçons-nous dans le cas particulier où l’on considère un solide 
homogène. Désignons par Av, le volume de son v-ième élé- 
ment. Le poids de celui-ci s’écrira alors sous la forme p, — yAv,, 


Fig. 6.4 Fig. 6.5 


où y est le poids de l’unité de volume du solide. Puisque y est pur 
définition constant pour un solide homogène, on obtient en partant 
cette expression dans (6.8) 


D'yAvyzy 1 

/ 1 

Le= = — ù 2, Av, 

É à yAvy F 2 non : 
(6.11) 


Î 1 
Vo D Us AUy, 2c= 7 D 2 Ab, 


où V — > Av, est le volume du solide. 

Ces coordonnées, indépendantes de la constante y, sont appelées 
coordonnées du centre de gravité du volume. Autrement dit, le centre 
de gravité d’un volume est le centre de gravité du solide homogène 
remplissant ce volume. 

Supposons que le solide se présente sous forme d’une mince plaque 
homogène d'épaisseur constante. Désignant l’aire de surface d’un 
v-ième élément de la plaque.par As, et le poids de l'unité d’aire par 
6, on obtient le poids de cet élément: p, = oÂs,. Plaçant les axes 
Ox et Oy dans le plan de la plaque (fig. 6.4) et portant l'expression 
de p, dans (6.8), on obtient les coordonnées x, y du centre de gra- 
vité de la plaque homogène: 


D 0 Asyry 1 Â Le 
Sn pate Yc = 5 D Yv AS, (6.12) 


où S — >, As, est l’aire de la surface de la plaque. 
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Les coordonnées zc, y s'appellent coordonnées du centre de gra- 
vité de la surface d'une figure plane: ce sont les coordonnées du centre 
de gravité de la plaque homogène d'épaisseur constante qui a la 
forme de la figure donnée. 


La quantité > x,As, est appelée moment statique de la surface 


par rapport à l'axe Oy; de même, >) y,As, est le moment statique 
de la surface par rapport à l’axe Ox. En les désignant par W, et W,, 
on obtient 


1 1 
Le — ea W,,, Uc nr W.. (6.13) 


Si l’axe Oy passe par le centre de gravité de la surface, on axç — 

0 et le moment statique W, s'annule. De même, si l’axe Ox passe 
par le centre de gravité de la surface, la coordonnée y, s’annule, 
aussi bien que 1e moment statique W.. Ainsi donc, le moment stati- 
que d'une surface par rapport à un axe passant par son centre de 
gravité est égal à zéro. 

Les coordonnées du centre de gravité d'une courbe s'obtiennent par 
analogie à celles d'un volume et d’une surface : ce sont les coordon- 
nées du centre de gravité d’un mince fil homogène de section constan- 
te dont l’axe se confond avec la courbe en question. Désignant le 
poids de l’unité de longueur du fil par g, on obtient le poids d’un 
v-ième élément de longueur A!, (fig. 6.5): 


Py — qAl,. 


En vertu des formules (6.8) on a 


1 1 1 
BC TJ. > Ty Aly, CT T7 » yy Al» Ze — +. > zy Al,, (6.14) 


où Z est la longueur de la courbe. 

Remarquons que les formules (6.11), (6.12), (6.14) sont appro- 
chées. Elles seront d'autant plus exactes que les éléments de subdivi- 
sion du volume, surface, courbe sont plus petits. A la limite, lorsque 
les dimensions de ces éléments tendent vers zéro, et leur nombre, vers 
l'infini, les formules deviennent exactes. Par exemple, la valeur 
exacte de la coordonnée x du centre de gravité d’un volume s'écrit 
sous la forme 


Lc = lim > Ly AP, (6.15) 


Des sommes limites analogues doivent figurer aux numérateurs des 
expressions de Ze, Ye, ze dans les formules (6.141), (6.12), (6.14). 
Les sommes de ce type portent le nom d'’intégrales ; elles sont calcu- 
lées dans le cours de calcul intégral. 
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Dans certains cas la détermination précise des centres de gravité 
des volumes, surfaces, courbes est possible sans faire appel aux métho- 
des de calcul intégral. 

Supposons que le solide homogène considéré admet un plan de 
symétrie. Plaçons les axes de coordonnées de telle façon que le plan 
‘de symétrie soit confondu avec le plan Oxy. À chaque élément de 
volume de cote z, correspondra alors un élément de volume de co- 
te —-z,. On a donc 


D Z2, AV, = (0 et 2e == (. 


Cela revient à dire que le centre de gravité d'un solide homogène ad- 
-mettant un plan de symétrie est situé dans le plan de symétrie. 

Si le solide homogène admet un axe de symétrie, son centre de gravité 
se trouve sur cet axe. En effet, orientons un des axes de coordonnées, 
par .exemple Oz, suivant l'axe de symétrie: à chaque élément de 
‘volume Av, de coordonnées (x,, y,, z,) correspond alors un élé- 
ment de volume Av, de coordonnées (—z,, —y.,, z,), d'où 


Dr, Av, = D y,Av, =0 et. ze = yc =0. 


Supposons enfin que le solide homogène admet un centre de sy- 
métrie. En plaçant l’origine des coordonnées O en ce centre, on 
verra qu'à chaque élément de volume de coordonnées (x,, y,, =,) 
correspondra alors un élément de volume de coordonnées (—x,, 
—Yys —Z%), d'où 


Dir, Av, = D y,Av, = D 2,0, = 0 et ze = ye = 2ç = 0. 


Le centre de gravité du solide homogène se confond donc avec son centre 
de symétrie. 

Dans le cas d’une figure plane admettant un axe de symétrie, le 
centre de gravité est situé sur cet axe; si la figure admet deux axes 
de symétrie, le centre de gravité se confond avec le point de leur 
intersection. | 


2.2, Détermination du centre de gravité des figures planes, courbes 
et solides de forme géométrique simple. Utilisant Les résultats dégagés 
dans le n° précédent, nous chercherons maintenant les coordonnées 
du centre de gravité de quelques figures, courbes et solides élémen- 
taires. 

a) Centre de gravité de la surface d'un triangle. Divisons le triangle 
ABD (fig. 6.6) en un grand nombre de bandes étroites en menant des 
droites parallèles au côté AB. Le centre de gravité de chaque bande 
se trouve en son milieu, donc sur la médiane DG. Par conséquent, 
le centre de gravité du triangle est situé, lui aussi, sur cette médiane. 
Subdivisant le triangle en bandes parallèles au côté BD, nous cons- 
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tatons par analogie que le centre de gravité du triangle appartient 
à la médiane AE. On conclut donc que le centre de gravité € du 
triangle est le point de concours des médianes. Désignant les coor- 
données des sommets du triangle par (x;, ÿy,), (Zo, Ya), (da, Us) et 
utilisant les formules de géométrie analytique (voir N. Efimo v, 
Eléments de géométrie analytique, ch. 2, $ 7), on trouve les coordon- 
nées du centre de gravité sous la forme 


Â { 
To (it lot Ts), Yc—S5 (Y41 + Ya + Ya). (6.16) 


b} Centre de gravité de la surface d’un polygone. Soit une plaque 
homogène plane d'épaisseur constante, en forme de polygone dont 


4 DT; ,Y3) y 
PRE FE 


: BU) 
A(Z,,4,) 
0) T 0 re, 
Fig. 6.6 Fig. 6.7 


les’sommets sont définis par des coordonnées connues (fig. 6.7). 
Divisons le polygone en triangles et cherchons par les formules (6.16) 
les coordonnées du centre de gravité de chaque triangle: 


1 
Ta = rit tt), Ya=z(Vi+yt+ysh 


L 1 
LCa= à (Li + Ts + di), YCa= 3 (Yi + Vs + Yu) 


= wir = 


1 
Les (tuba), Vos= (Yi + Vi + y). 


Ce sont les points d'application des poids P,, P,, P, des triangles. 
Pour déterminer le centre de gravité du polygone tout entier, cher- 
chons le centre de ces trois forces parallèles. En vertu de (6.9) 


ue Pite + Pate, + Pate — Pile, + Pac + Pslos (6 17) 
ES Pi+Pat Pa . CC Pi+P:+ Ps j 
Puisque la plaque est homogène, on peut remplacer (6.17) par 
PS A SR AR = State Ses (6418 
CO Sitsetss oo? VC S1+51455 UN 


9—01146 


430 CENTRE DES FORCES PARALLÈLES ET CENTRE DE GRAVITÉ [CH. V1 


Il ressort de (6.18) que si la surface de la figure peut être subdivi- 
sée en des parties dont on connaît l’aire et les coordonnées du centre 
de gravité, le centre de gravité de la figure peut être déterminé à 
l’aide des formules analogues à (6.12): 


1 4 . 
VOS. > ST,» Yc—= > S ;yc;- (6.19) 


Ici S; est la surface d’une i-ème partie de la figure, et tc;, pe, les 
coordonnées de son centre de gravité. 

Ce résultat est aussi applicable aux volumes (courbes) qui peu- 
vent être subdivisé(e)s en des parties dont on connaît le volume (la 


Fig. 6.8 Fig. 6.9 Fig. 6.10 


longueur) et les coordonnées du centre de gravité: 


1 À 1 | ; 
Le — V > Vito, Uc TU. > Viyc, 2c TA D. Vizc, 115,20) 
et 


À { { 
2e = D lite, Yc=r D Live, 2c=—7 Di Lizc,, (6.21) 


où V; est le volume d’une i-ème partie du solide et L; la longueur 
d'une i-ème partie Ge la ligne. 

La méthode utilisant les formules (6.19), (6.20) et (6.21) est 
quelquelois appelée méthode des subdivisions. 

c) Centre de gravité d'un arc de circonférence. Divisons l’arc AB 
de longueur Z (fig. 6.8) en plusieurs parties de faible longueur. 
Remplaçons chaque partie d’arc de longueur A!, par une corde ayant 
les mêmes extrémités et construisons un triangle rectangle d’'hypoté- 
nuse égale à la corde. Ensuite, prenons la première formule (6.14) et 
multiplions et divisons l'expression sous le signe somme par cos @,: 


{ { : 
Te — TE > Ly Al,= mA >. es Al, COS ®.. (6.22) 
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oo —— 


De la figure 6.8 on a Al, cos @, — Ay, et x,/cos ®, —= R. Portant 
ces expressions dans (6.22), on obtient 


{ R R 


Ce résultat peut s’écrire autrement. Puisque la longueur de l'arc 
L = 2aR et que la longueur de la corde AB = 2R sin &, on obtient 
au lieu de (6.25) 


A 2 si 
Tc=57 2Rsina=— — R  ({yc=0). (6.24) 


Pour l'arc de demi-circonférence (fig. 6.9) on a 24 = x et, d’après 
la formule (6.24), 


re 10 R_2 R=0,637R (ye—0). (6.25) 
x/2 I | 

d) Centre de gravité de la surface d'un secteur circulaire. Divisons 

le secteur circulaire OAB de rayon R (fig. 6.10) en une infinité de 

secteurs élémentaires d'angle au centre A. Assimilons chaque 

secteur élémentaire à un triangle de hauteur À. Le centre de gravité 

de chaque triangle sera situé à une distance de 2R/3 du centre ©. 

Le centre de gravité du secteur se confond donc avec le centre de 

gravité de l’arc de circonférence de rayon 2R/3 et d'angle au cen- 
tre 24. De la formule (6.24) 

i 
rc=+ — R 


(Yc = 0). (6.26) 


Pour la surface d’un demi-cercle (fig. 6.10) on a & = x/2; il 
vient donc en vertu de la formule (6.26) 


2 sin(n/2 4 s 
2 = R=0,424R (yc—0). (6.27) 


e) Centre de gravité d’un solide matérialisant un prisme homogène. 
Découpons le prisme en plaques très minces d'épaisseur égale, 
parallèles à la base (fig. 6.11). Les centres de gravité des plaques 
seront situés sur la droite joignant les centres de gravité C,, C, 
des bases supérieure et inférieure. Puisque toutes les plaques sont 
de même poids, le centre de gravité du prisme se confond avec le 
centre de gravité du segment de droite homogène C,C;,. Par consé- 
quent, le centre de gravité C du prisme homogène est situé au milieu 
du segment joignant les centres de gravité des bases supérieure et 
inférieure. 

On retrouve le même résultat en considérant un cylindre homogène 
de section quelconque, droit ou oblique. 

f) Centre de gravité d’un solide matérialisant une pyramide de base 
quelconque. Par un raisonnement analogue au cas e), on s’assure que 


g% 
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le centre de gravité d’une pyramide homogène est situé sur la droite 
joignant son sommet © (fig. 6.12) et le centre de gravité C, de la 
base. Cherchons maintenant la distance (cote z) entre le centre de 
gravité et le sommet de la pyramide. 

Soit une pyramide de hauteur À dont la base a l'aire S,. Plaçons 
l'origine des coordonnées au sommet © et orientons l’axe Oz vertica- 
lement vers le bas. À une distance z, du sommet, faisons deux sec- 
tions parallèles à la base, de façon à isoler un élément de pyramide 


Fig. 6.11 Fig. 6.12 


de hauteur Az,. Le volume de cet élément sera Av, — $S,Az,, où 
S . est l’aire de la section qui se trouve à la distance z. du sommet ©. 
En vertu du théorème sur les aires des figures semblables, S,/S, = 
= Z5/h?, d'où S, — 258$ ,/h°. 

De la formule (6.11) 


= +7 Da, Av, = S' 2 Az. (6.28) 


La valeur exacte de z4 est la limite de la somme pour max Az, — 
— 0. Le problème se réduit donc au calcul de l'intégrale : 


h 
50 g1 So | -  Soh? 
Z2e=— lim 2 Az, == | 2 dz— — , 

FO VRE max Az,-0 D Me = vis à Es 
Introduisant dans cette formule l'expression de V — S,h/3, on 
obtient en définitive la cote z, du centre de gravité de la pyramide: 


2e = 4h. (6.29) 


Le raisonnement développé pour déduire la formule (6.28) reste 
valable quelle que soit la configuration de la base de la pyramide. 
De ce fait, la formule (6.29) reste applicable aussi à un cône homogè- 
ne de base quelconque. 

Ainsi donc, le centre de gravité d'une pyramide ou d’un cône 
quelconques est situé sur le segment joignant le sommet au centre 
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de gravité de la base, à 1/4 de la hauteur à partir de la base. 
g) Centre de gravité d'un solide matérialisant une demi-sphère 
(fig. 6.13). De la formule (6.15) 


2c = | | [sde 


Calculons l'intégrale triple étendue au volume D de la demi-sphère 
en faisant le passage aux coordonnées cylindriques r, æ, z (voir 
N. Piskounov, Calcul différentiel et intégral, tome XT, ch. XIV, 
$$ 5 et 13): 


271 R VR2-rè 
fils | & | r dr | z Az — 
D 0 Ô 
É 1 1 1 ]A 1 
=) _} {R2__72 _ se? PNR | er 
x [CR r?) r dr a [R Tr Fr zh, 


Le centre des coordonnées © étant situé dans le plan diamétral de La 
demi-sphère, la cote du centre de gravité sera donc 
1 Î 5) 
Ze — 5 ZAR À. (6.30) 


—— rÀS 
3 


2.3. Détermination du centre de gravité des figures et solides 
de forme géométrique complexe. Tout d’abord on fait intervenir les 
propriétés de symétrie (voir la fin du 
n° 2.4) si elles ont lieu. Puis on 
utilise généralement la méthode 
des subdivisions (voir les formules 
(6.19) à (6.21)). 

Faisons à ce propos une remar- 
que importante relative à une mé- 
thode particulière appelée métho- 
de des masses négatives. Nous avons 
vu dans le n° 1.2 que les formules 
définissant Îe centre des forces 
parallèles restent valables dans le 
cas où ces forces ne sont pas toutes 
de même sens. Aussi, en faisant la subdivision des figures et des 
solides qui présentent des parties creuses (vides), peut-on considérer 
les aires ou les volumes de ces dernières comme négatifs. Les formules 
(6.19) ou (6.20) restent valables si certains S; ou V; sont négatifs. 
Quoi qu'il en soit, la somme de tous les S; ou V; (positifs et néga- 
tifs) doit être égale à l’aire de la figure S ou au volume du solide Y. 


Fig. 6.13 
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Exemple 6.t. Déterminer le centre de gravité de la surface d'un tra. 
pèze OABD (fig. 6.14) de bases OA = a, DB — b et de hauteur À. 

Solution. Nous constatons d'abord, comme dans le n° 2.2 a), que le 
centre de gravité C est situé sur la droite ÆF joignant les centres des bases. La 
position de € sur EF sera cherchée graphiquement : à cet effet nous diviserons le 
trapèze en deux triangles OAD, ABD dont les centres de gravité se situent en 
C.et C, respectivement. La droite C,C viendra couper EF au centre de gravité € 
du trapèze. 

Cherchons maintenant par voie analytique la position du centre de gravité € 
sur la droite £F. Il suffit de déterminer une seule coordonnée de C, par exemple 


Din. 13 Fig. 6.154 


Ye qui se prête plus aisément au caleul. Les ordonnées des centres de gravité et 
les aires des triangles 0AD et ABD sont respectivement 


1 Â 2 1 
Ia 3 k, Si= 4h; UC 3 S5=— bh, 


L'ordonnée du centre de gravité du trapèze s’écrira donc en vertu de (6.19) 


1 k ah 2h bh a + 2b 


DO a nd à 0 | oagen 
ET RTE Er 3 (ab) 


Il s'ensuit que le point € peut être construit d’une façon plus facile. A cet 
effet portons sur les prolongements des bases les segments BG = a et OK = b 
(fig. 6.14); la droite GH vient couper £F au centre de gravité € du trapèze. En 
effet, les triangles CEH et CFG étant semblables, on a 


1 
bt—a 
ue 2. 
REA e F L 
ki yo ve 
2 

d’où l’on déduit la formule de y, citée ci-dessus. 

Exemple 6.2. Déterminer le centre de gravité de la surface du quart 
d'anneau circulaire de rayons R et r montré sur la figure 6.15. 

Solution. Plaçons l’origine des coordonnées en © et orientons l’axe Oz 
suivant l'axe de symétrie. Assimilons la figure à un secteur circulaire OBD com- 
portant un petit secteur creux OAE. L'aire du grand secteur sera S, — 1/4.r1R?; 
l’aire du petit secteur sera négative, S, — —1/4 nr?. Trouvons les abscisses des 
centres de gravité des secteurs, par rapport à l’axe Oz’; nous avons d’après la 
formule (6.26), où à — :1/4 (soulignons que «& est la moitié de l'angle au centre 
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du secteur) : 
4 y/2 


/ 
z! — : 
: C2 3x | 


# 


_ 2 sin(n/4) , 4 V2 
7 3 n/4 ns 371 É 
Il vient en vertu de la formule 16.19) 


[9 … «P2 f5 2 
V2 ja 4 V2, mr? 


em —— CE 
“Rene CEE | > ms 


On obtient la même expression pour l’abscisse du centre de gravité d'un demi- 
anneau circulaire en confondant son axe de symétrie avec l'axe Oz. 


Fig. 6.16 Fig. 6.17 


Dans le cas particulier où r = 0, la dernière formule donne les coordonnées 
du centre cle gravité d'un quart de cercle par rapport aux axes orientés suivant 
ses rayons frontières, ou, ce qui revient au même, l’abscisse du centre de gravité 
su demi-cercle lorsque l’axe Oz est confondu avec son axe de symétrie (voir 
(6.27)). 

Exemple 6.3. Déterminer le centre de gravité d’un segment circulaire 
de rayon R et d’angle au centre 2 (fig. 6.16). 

Solution. La figure admet un axe de symétrie Oz; on a donc yc — 0. 
Assimilons le segment ABD à un secteur OA BD comportant un triangle creux 
OAD. L'aire du secteur $, —= 1/2 R3.2œ — &«R?; l’aire du triangle est négative, 
Sa = —R sin a-R cos « = —R?sin & cos «. L’abscisse du centre de gravité C: 
du secteur se définit par la formule (6.26) : 
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et le centre de gravité C: de la surface du triangle se trouve à l'intersection 
de ses médianes, soit x, = 2/3 À cos «. On a d’après la formule (6.19) 


7 u 
mn SIT Sete 
Ce —— 


Si+S2 
2 sin , 2 
aR2. — R— R?sinacos «. — R cos à s 
on à ", 3 _ 2 sinf œ 
an aR?-— R2sin «& cos a 7 8 a—sinacosa 


Exemple 6.4. Déterminer le centre de gravité du solide (fig. 6.17) 
composé d’un cylindre accolé à une demi-sphère et comportant un évidement 
conique ; les cotes sont marquées sur le dessin. 

Solution. Le solide admet un axe de symétrie Oz; on a donc xx = 
= yo = 0. Calculons les volumes du cylindre V., de la demi-sphère Ÿ, et du 
cône creux V;: 


V,=nA?H, Vi AR, Ve= + nR?h. 


Les cotes des centres de gravité C,, C+, Ca des volumes sont 


1 


3 
n= H; 2: = H +3; ra h. 
D'après la formule (6.20) 
20 — Vis + V2 + Vas _ 
Vi Vas Va 
aR24.L HER (#42 r) Lure. {sr 
Lu 2 3 8 3 4 
a R2A + À nR8— À nren 
3 3 
Lace De 
ee Æ 1 he pe 
CRE ARE RE N  4 gme4sRA+ ar? hs 
_ 2 1 Du 3H-+2R—R 
H++R—<h 
Exercices 


Exercice 6.1. Montrer que le centre de gravité d’un quadrilatère quel- 
conque ABDE (fig. 6.18) peut se construire si on divise chacun des côtés en trois 
parties égales et qu’on joint par des droites les points de division voisins de cha- 
que sommet: la figure FGHK ainsi obtenue est un parallélogramme dont les 
diagonales portent à leur intersection le centre de gravité cherché. 

Indication. Diviser le quadrilatère ABDE en deux triangles par une 
diagonale et montrer que les centres de gravité de ces triangles se confondent 
avec les centres de gravité des deux parallélogrammes en lesquels la droite AD 
partage le parallélogramme FGHK. 
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a nd 


Exercice 6.2. Le demi-cercle de rayon R (lig- 6.19) présente un évi- 
dement excentré de forme demi-circulaire pour lequel À est le diamètre. Déter- 
miner le centre de gravité C de la partie pleine. 


Réponse. tc = TE À; Ye = 7 R = 0,495R. 


9x 


Fig. 6.18 Fig. 6.19 


Exercice 6.3. Soit un solide formé par un cylindre et un cône accolés 
par leurs bases de même rayon. La hauteur du cylindre est 77, celle du cône est h. 
Quel doit être le rapport h/H pour que le centre de gravité du solide se confonde 
avec celui de la base du cône ? 


5 k 
Réponse. 7 = 6e 


DEUXIÈME PARTIE 


CINÉMATIQUE 


INTRODUCTION À LA CINÉMATIQUE 


1. Mouvement mécanique. La mécanique rationnelle étudie le 
mouvement mécanique et l'équilibre des corps matériels. Le mouve- 
ment mécanique est le déplacement relatif des corps; de tous les 
mouvements variés du monde matériel, le mouvement mécanique est 
le plus simple. 

Le mouvement est une forme d'existence du monde matériel ; 
le mouvement mécanique est une conséquence de l'interaction des 
corps matériels. Or, en étudiant les différentes formes de mouve- 
ment, par exemple Île mouvement mécanique, on peut faire abstrac- 
tion de telle ou telle propriété du mouvement ; l’abstraction scienti- 
fique est une méthode qui permet d'étudier le mouvement sans pren- 
dre en considération toutes les propriétés du mouvement en même 
temps. 

La cinématique est un chapitre de mécanique rationnelle où Le 
mouvement mécanique est étudié uniquement du point de vue géométri- 
que, sans tenir compte des interactions qui ont engendré ce mouve- 
ment. La cinématique étudie le changement de la position géométri- 
que des corps dans le temps. 


2. Espace et temps. La cause du mouvement mécanique est le 
changement incessant du monde matériel dans sa diversité. Tous 
les mouvements mécaniques observables sont situés dans l’espace et 
dans le temps. L'espace et le temps, forme d'existence du monde 
matériel, sont inséparables du mouvement des corps matériels. 

Dans ce cours de mécanique rationnelle, nous nous plaçons dans 
un espace homogène, isotrope et continu à trois dimensions. Pour 
apprécier l’étendue de l’espace, on se donne une unité de mesure. 
L'unité de longueur SI est le mêtré; une des copies de l’étalon inter- 
national du mètre est entreposée à la Chambre des poids et mesures 
à Moscou. 
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Le temps est considéré en mécanique classique comme universel 
pour tous les points de l’espace et indépendant formellement du mou- 
vement du corps matériel. L'unité de temps est la seconde solaire 
moyenne, égale à 1/86 400 du jour solaire moyen *). Le cours du 
temps est supposé continu : à chaque instant arbitraire on fait cor- 
respondre un point déterminé de la droite appelée axe du temps. Les 
relations spatiales et la division du temps en intervalles égaux adop- 
tées en cinématique reflètent les propriétés réelles de la matière en 
mouvement. 

Les critiques formulées au début du XX° siècle à l'égard des 
principes de la mécanique classique ont conduit à l’apparition de la 
mécanique relativiste et de la mécanique quantique. Sans entrer 
dans les détails, signalons que les principes de la théorie de la Rela- 
tivité développés par J. C. Maxwell (1831-1879), H. A. Lo- 
rentz (1853-1928), H. Poincaré (1854-1912) et À. Ein- 
stein (1879-1955) bouleversent les notions classiques de l’espace 
et du temps. La théorie de 1a Relativité, au cours de son élaboration 
scientifique, a corroboré une fois de plus la justesse du concept mar- 
xiste-léniniste de l’unité de la matière en mouvement avec Le temps et 
l'espace. En mécanique relativiste le temps cesse d’être universel 
pour devenir « local ». Les observateurs se trouvant dans des référen- 
tiels mobiles différents communiquent entre eux à l’aide de signaux 
lumineux, étant entendu que la vitesse de la lumière est une constante 
universelle pour tous les référentiels. Sans abroger la mécanique 
classique, la mécanique relativiste fait ressortir le caractère limité 
de cette dernière en indiquant que les principes de la mécanique 
classique cessent d’être applicables dès que la vitesse de mouvement 
du corps devient commensurable avec celle de la lumière. 


3. Référentiel. La mécanique rationnelle, donc aussi la cinéma- 
tique qui en est un chapitre particulier, examinent des corps solides 
parfaits (ou corps indéformables, voir ch. I, n° 2.1). Le solide 
le plus élémentaire est le point matériel, c’est-à-dire un corps dont 
les dimensions sont absolument négligeables devant l’ampleur de 
son mouvement dans l’espace. Ainsi donc, compte tenu de l'ampleur 
de son mouvement mécanique, le même corps (par exemple la Terre) 
peut être considéré tantôt comme un solide aux dimensions finies 
(dans son mouvement autour de son axe), tantôt comme un point 
matériel (dans son mouvement sur son orbite). 

Pour pouvoir déterminer le mouvement du corps matériel au 
point de vue géométrique, nous devons connaître la variation de sa 
position dans l’espace en fonction du temps. Or, cela ne peut être 
fait autrement qu'en se donnant un système de corps (un référentiel) 
par rapport auxquels on pourrait déterminer la position du corps mo- 


*) Au lieu de l'étalon astronomique, en adopte actuellement un étalon 
atomique du temps. 
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bile ou d’un point sur le corps. Si l’espace tridimensionnel était 
« vide », c’est-à-dire exempt de tout autre corps matériel que Île 
corps (par exemple un point matériel) dont on étudie le mouvement, 
on ne pourrait jamais définir la position du corps considéré dans l’es- 
pace. 

En effet, l’espace étant homogène, c’est-à-dire ayant tous 3es 
points géométriques absolument semblables, on n'a aucune raison 
pour distinguer un point de l’espace (origine) parmi les autres: dans 
un tel espace « vide », le mouvement et le repos sont indiscernables. 
Ainsi donc, tout mouvement mécanique est un mouvement relatif 
et doit toujours être considéré comme tel. 

I. Newton (1643-1727) a postulé l’existence d’un espace 
absolu et la présence dans cet espace d'un système de corps absolu- 
ment immobiles (étoiles fixes); cela revient à se donner un référen- 
tiel absolu qui permet d'étudier la position des corps en mouvement. 
Newton a également postulé l'existence du temps absolu. Il a eu 
besoin de tous ces postulats afin de pouvoir définir la notion de 
mouvement absolu d’un corps. Il semble cependant que lui-même 
comprenait le caractère limité de ses postulats. 


4. Fetit historique. Si la mécanique comme science du mouvement et de 
l'équilibre des corps matériels existe depuis des dizaines de siècles, la cinémati- 
que ne date en tant que telle que d’une époque assez récente. Les notions fonda- 
mentales de la cinématique — la vitesse et l'accélération (en mouvement recti- 
ligne) — ont été introduites par G. Galilée (1564-1642) dans la première 
moitié du XVII siècle. Il a formulé également le principe de la composition des 
vitesses. La notion générale d'accélération est due à Newton. La cinémati- 
que du solide à été développée par L. Euler (1707-1783) dans son mémoire 
Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum (1765). 

C'est A. M. Ampère CE qui a eu l’idée de créer une discipline 
scientifique exclusivement consacrée à l'étude géométrique du mouvement et 
de lui donner le nom de cinématique (du grec xi\Wn016, mouvement). L, Poin- 
sot (1777-1859) à remarqué le premier la possibilité de composer et ae décom- 
poser les rotations; il a proposé Ja notion d’axe instantané de rotation; il à fait 
‘les recherches géométriques approfondies sur le mouvement d’un solide autour 
d’un point fixe. 

Les recherches géométriques effectuées par Poinsot etparJ.V.Pon- 
celet (1788-1876) ont été mises à la base de la vaste discipline technique 
« Cinématique des machines et des mécanismes » dont l'apparition au début 
du XIXS® siècle était conditionnée par les besoins immédiats du développement 
industriel. Après la parution de l’ouvrage de fond de Willis. Principles of 
mechanisms (1841) traitant de la théorie des engrenages, la cinématique s'affirme 
définitivement comme une discipline technique à part entière. 

N. Joukovski (1847-1921) prônait les avantages de l’approche géo- 
métrique en mécanique et soulignait que la cinématique permet de donner aux 
conclusions analytiques (formules) une interprétation géométrique. 

La cinématique, au même titre que la mécanique rationnelle dans son 
ensemble, constitue Île fond scientifique de la technique d'aujourd'hui. Utilisant 
les méthodes d'analyse mathématique dans son étude du mouvement, elle ne 
devient cependant pas un chapitre des mathématiques. Elle garde. une façon 
d’opérer propre à toutes les sciences de la nature : poser correctement le problème 
mécanique, quitte à admettre un certain degré d’abstraction là où c’est néces- 
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saire, pour revenir ensuite, le problème résolu, de l’abstraction au mouvement 
concret (réel) en passant par l’observation, par l'expérience. 

Nous commencerons l'étude de la cinématique par un bref exposé de la 
dérivation d’un vecteur variable. 


5. Dérivation d’un vecteur libre variable. On appelle verteur 
libre tout vecteur dont le point d'application peut être transféré 
en un point quelconque de l’espace. Un exemple de vecteur libre est 
le vecteur moment d'un couple de forces (voir ch. V, n° 1.4). 

Soient dans l'espace un système de coordonnées fixe (ou repère) 
Oxyz et un vecteur libre variable, c’est-à-dire un vecteur libre qui 
change avec le temps, a = a(t). On l’appelle parfois vecteur fonction 
ou fonction vectorielle d’un argument scalaire t. Nous avons donc 
pour deux instants f et ? + At deux vecteurs a(t) et a(t + At). Con- 
sidérons deux vecteurs &{t) et aoft + At) d'origine en © équipol- 


D] 


lents à ces derniers (fig. [.1). Construisons le vecteur 
Aa — ao(t + At) = ao{t), 


appelé accroissement de a(t}, et le vecteur colinéaire Aa/Ai. 

On appelle dérivée (géométrique) du vecteur a(t) (ou vecteur dérivé 
de a{t)) par rapport à l'argument 
scalaire t la limite du rapport de z a(t+At) 
l'accroissement du vecteur à celui 
de son argument scalaire : 


La dérivée da/dt du vecteur 
libre a(i) est encore un vecteur 
libre et peut avoir son origine 
par exemple en © ou en l’ex- 
trémité de dot). 

De la définition de la déri- 
vée d'un vecteur fonction, il 
ressort que la dérivée d’un vec- Fig. [A 
teur constant (qui ne change : 
pas dans le temps) est un vecteur nul et que la dérivée d'une som- 
me de vecteurs et la dérivée du produit d’un vecteur par un scalaire 
constant À sont respectivement égales à 


da; 


d ÊQ» 
Hd +at+.. - nu ours wi 


dt 


dan 
+...+ 


d da 
PT a nl DT 


Rappelons que tout vecteur se laisse représenter par la somme 
géométrique de ses composantes. On a donc 


a = ai + ay] + ak, 
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OÙ Cyr y a; Sont les projections du vecteur a sur les axes de rour- 
données et i, j, k les vecteurs unités des axes de coordonnées fixes. 
Pour un vecteur fonction 


at) =a(tita(ti+a(wk 
la dérivée par rapport à l’argument scalaire £ s'écrit 


da dar 


“dt dt 


i+ PE j+ TER, (1) 
dt 

puisque les vecteurs à, j, k sont constants. De cette formule il res- 

sort que Les projections de la dérivée d’un vecteur fonction sur les axes 

fixes sont égales aux dérivées des projections correspondantes. 

À côté de la dérivée d’une fonction vectorielle d’argument sca- 
laire, on considère aussi la différentielle d’une fonction vectorielle. 
Par analogie à la différentielle d’une fonction scalaire, la différen- 
tielle d’une fonction vectorielle se définit comme la partie principale 
. de l’accroissement Aa de la fonction pendant le temps At (rappelons 
que l'accroissement de l’argument At est égal à sa différentielle, 
donc à dit) et s'écrit 


da(t)=a (t) dt. 


Le point au-dessus de la fonction désignera la dérivée première par 
rapport à t, et deux points, la dérivée seconde: 


Te . da 


Le produit scalaire de deux vecteurs se laisse exprimer en fonc- 
tion des projections par la formule (1.10): 


(a, b) = a,b, + ay0y + 40; 


on obtient donc pour la dérivée du produit scalaire de deux vecteurs 
variables, en faisant intervenir les formules de dérivation de la 
somme et du produit de fonctions scalaires, l’expression que voici: 


d dax d d 
(a, b)= (PE D SE D, + TE b,) + 


db» , Lu 
+ (as +a, Lb+a, & -). 


Le second membre de cette formule n’est autre que la somime des 
produits scalaires des vecteurs da/dt, b et «a, db/dt; elle équivaut 
donc à la formule 


an ( )4(e 2) de 
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Le produit vectoriel se définit en fonction des projections em 
faisant intervenir le déterminant (1.16): 


i j k! 
[aæ, b]—=|a, a, a,), 
b, b, b, 


ou sous forme développée 
la, b] = (a,b, — a,b,) i + (ab, — ab.) j + (ab, — a.b,) k. 


Remarquons que les projections du produit vectoriel sur les 
axes Oy et Oz, c'est-à-dire la deuxième et la troisième parenthèse, se: 
laissent déduire de la projection sur l’axe Ox (première parenthèse) 
en faisant la permutation circulaire des indices x —7y, y 2, 
z —> x. Ceci posé, nous n’écrirons par la suite que la seule première: 
parenthèse. La dérivée du produit vectoriel de deux vecteurs varia- 


bles s’écrira 
d — day dbz da; dby 
la, b= (+ b,+a;-——- ba; — Lit... 


day _daz : db, _. — 
= (SE au byit...+(a, at ‘+ ji 
Nous obtenons la somme des produits vectoriels des vecteurs da/dt, 
b et a, db/dt, ce ai se traduit par la formule 


fa. b]= | 5 dt ? [+le P. + |. (3h 


Puisque le si vectoriel dépend de l’ordre des facteurs, on auræ 
soin de conserver l'ordre des facteurs dans (3). 

En plus des vecteurs libres, on considère en mécanique les vecteurs 
glissants et les vecteurs liés (voir ch. [, n° 1.1). Leur dérivation doit 
se faire avec beaucoup d'attention, car la définition de la dérivée: 
a été établie pour un vecteur libre. Cette opération se fera donc en. 
assimilant les vecteurs glissants et liés à des vecteurs libres, sans 
oublier de préciser par la suite la signification mécanique et géométri- 
que de la dérivée du vecteur. 

Passons maintenant à l'étude de la cinématique. Nous commen- 
cerons par la cinématique du point. 


CHAPITRE VII 


CINÉMATIQUE DU POINT 


$ 1. Modes de définition du mouvement du point 


1.1. Définition en coordonnées cartésiennes. Le mouvement d'un 
point dans l’espace peut être déterminé ou défini de différentes 
façons. Par rapport à un système de coordonnées cartésiennes rectan- 
gulaires (repère) Oxyz, considéré conventionnellement comme fixe, 
la position du point dans l’espace est définie par une abscisse x, 
une ordonnée y et une cote z. Si ces coordonnées sont déterminées où 
définies à chaque instant donné, c’est-à-dire si l’on connaît 


x =t(t), y = y(), = 2 (t), (7.1) 


la position occupée par le point dans l’espace est connue à chaque 
instant. [l est à noter que pour les genres de mouvement que nous 
étudions, x (t), y (t), z (t) sont des fonctions bornées et continues 
ainsi que leurs dérivées premières et secondes *}. Les équations (7.1) 
s'appellent équations du mouvement du point; le mode de définition 
du mouvement à l’aide de ces équations s'appelle définition en coor- 
données cartésiennes. Au point de vue mathématique, ces équations 
sont les équations paramétriques de la courbe, dite trajectoire, que 
décrit le point mobile dans l'espace. Eliminant le paramètre t, 
nous obtenons deux équations du mouvement qui établissent les 
relations entre les coordonnées x, y, z du point mobile sans faire 
intervenir le temps £. | 


1.2. Définition intrinsèque. Les équations de la trajectoire peu- 
vent se présenter sous une forme générale : 


Di, y, 2) =0, D (x, y, 2) — 0. (7.2) 


Rappelons que chacune des équations (7.2) définit une surface dans 
l’espace, tandis que les deux équations définissent ensemble la courbe 
suivant laquelle ces deux surfaces se coupent entre elles. Bien que les 
équations (7.2) se laissent déduire de (7.1), elles ne suffisent pas à 
déterminer le mouvement, car le point peut parcourir la trajectoire 
donnée de différentes facons. Autrement dit, l’abscisse curviligne 


*) Ces dernières peuvent être des fonctions discontinues du temps. 
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Ps 
s — M,M du point M, M, étant une origine quelconque (fig. 7.1), 
peut varier de façons différentes en fonction du temps. Il est évident 
que le mouvement sera complètement défini si en plus des équations 
de la trajectoire sous forme géométrique (7.2) on se donne la loi de 
variation de l’abscisse curviligne s en fonction du temps, appelée 
loi du mouvement ou équation horaire. 
La définition du mouvement 
d’un point sous la forme 


D, (x, y, z) = 0, 
D, (x, y, z) —0, s —s(t) 
s'appelle définition intrinsèque. La 
courbe représentative de la fonc- 


tion s —s(t) est le diagramme du 
mouvement. 


(7.3) 


Fig. 7.1 


1.3. Définition vectorielle. Ce 
mode de définition du mouvement | 
dans le cas général n’est qu’une notation modifiée du premier procé- 
dé. Soient x, y, z les coordonnées de l'extrémité du rayon vecteur 
r — OM issu de l'origine des coordonnées © (fig. 7.1); le rayon vec- 
teur se laisse écrire alors sous la former — xt + yj + zk. Puisque 
les coordonnées du point mobile changent avec le temps, son rayon 
vecteur est, lui aussi, fonction du temps f: 


r=r(t)=z(ti+y(t)j+z(@k. (7.4) 
La définition vectorielle du mouvement nous permettra plus tard 
de mieux cerner le caractère vectoriel de la vitesse du point mobile. 


1.4. Mouvement plan. Les équations citées deviennent plus 
simples si, tout au long de son mouvement, le point est assujetti à 
rester dans un même plan fixe. Soit Oxy ce plan; on posera alors 
z = O0 dans les équations (7.1) à (7.3) et on n'’écrira cette équation 
que pour souligner que le mouvement considéré est un cas particu- 
lier du mouvement général du point dans l’espace. Restant dans le 
cas plan, on écrira les équations du mouvement sous la forme 


z=x(t), y = y((). (7.17) 


Dans le cas de la définition intrinsèque, le mouvement plan aura 
pour équations 


D (x, y) = 0, — S{i) (7.3) 
dont la première définit la trajectoire du point dans le plan Oxy 
et la deuxième est la loi du mouvement du point le long de sa tra- 
jectoire. 

1.5. Définition du mouvement plan en coordonnées polaires. La 
position d’un point sur le plan peut aussi être définie en coordonnées 
10—01146 
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polaires. Soient un pôle © et un axe polaire Op. Tout point A diffé- 
rent de O est repéré par deux coordonnées r et Ÿ, où r est la longueur 
du segment OM, dit rayon polaire de M, et Ÿ, l’angle compté dans le 
sens antiboraire à partir de l’axe polaire vers le rayon polaire, dit 
angle polaire de M (fig. 7.2). Pour établir une correspondance biuni- 
voque entre les points du plan et les couples de coordonnées polaires, 
on fixe les limites de-variation des coordonnées 
| OSr<o, 0<Û<2n 
(l° angle polaire du pôle restant indéterminé). Par contre, si l’on veut 
7 avoir une correspondance continue 
au lieu de la correspondance biuni- 
voque, comme c'est le cas en mé- 
canique, on pose l'angle po- 
laire du point M égal à 


AS 
p=MOp +2kn-= Ÿ L2kn 
(k entier). 

Les formules de passage des co- 
ordonnées polaires aux coordonnées 
cartésiennes rectangulaires s’obtien- 
nent aisément en faisant ‘coïncider 
l'axe polaire Op avec l’axe des abscisses Oz (fig. 7.2): 


zx =rcos®, y —= rsin Ÿ. (7.5) 
Le passage inverse s'opère d’après les formules 


r=V x2+y?, tg Ù ——. 


Pour savoir dans quel quadrant se situe l’angle Ÿ, on donnera à cos Ÿ 
et à sin Ÿ les signes conformes à (7.5). 
La position du point mobile sur le plan est déterminée si sont 


définies les fonctions 
r=rt(t), = œ({i) (7.6) 


dans l'intervalle de temps considéré. Les équations (7.6) sont dites 
équations du mouvement plan en coordonnées polaires; la définition 
du mouvement à l’aide de ces équations s'appelle définition en coor- 


données polaires. 
Dans le cas où le point parcourt une ligne droite (que l’on associe 


à l’axe Ox), la définition en coordonnées cartésiennes et la défini- 
tion intrinsèque de son mouvement consistent à définir l'abscisse du 
point mobile en fonction du temps: 


= z{i). 
Examinons en conclusion deux exemples dont le premier se 
rapporte au cas plan. 


Fig. 7.2 
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Exemple 7.1. Le point M parcourt une circonférence fixe de rayon R 
dans le sens antihoraire. L’angle de rotation q du rayon vecteur, compté à partir 
de l'axe Ox qui passe par le centre de la circonférence © et la position initiale M, 
du point M, varie proportionnellement au temps {: o — ot (fig. 7.3). Puisque 
z = R cos p, y = R sin y, les équations du mouvement s’écriront sous la forme 


x = À cos wi, y = R sin wi. 


Elevant au carré chacune des équations et faisant leur somme, on arriv 
à éliminer le temps ?; l'équation de la trajectoire devient | 


22 + y? = R?, 


(On aurait pu d’ailleurs écrire tout de suite cette équation, qui est’celle d'une 


Fig. 7.3 Fig. 7.4 


circonférence dont le centre est à l’origine des coordonnées.) Puisque l'arc de 
circonférence 


M,M =$ — Ro, 
les équations 
| zg' + y = R?, s = Rot 


sont les équations intrinsèques du mouvèment. Enfin, la fonction vectorielle 
r = OM s'écrit ri ù 


ré =z(tit+y(t = R (cos ot + 7 sin’ot), 


ce qui revient à définir le mouvement sous forme vectorielle. 
Exemple 7.2. Soient les équations du mouvement du point M 


z=R#Rcosot, y=RhRsinuwt, ol eo (7.7) 


La projection N du point M sur le plan Ozry (fig. 7.4), définie par les coor- 
données zx, y, 0, effectue le mouvement décrit dans l'exemple 7.1 ci-dessus. 
Puisque pour le point NW l'angle de rotation @ (t) — wtf, ce point effectue une 
révolution complète autour de © suivant la circonférence de rayon À pendant 
le temps T = 2x/o, car q (T) = w7 = 2n. A l'instant initial & — O0 les points 
M et N occupent la position MQ. La cote z de Hf est proportionnelle au temps t 


et égale, à l'instant t — T, à 


(= Th. 


10* 
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Ainsi donc, le point M, en remontant en fonction du temps, s'élève à une 
hauteur À pendant la durée de la révolution complète de sa projection NW, c’est- 
à-dire pendant le temps 7. On dit alors que le point effectue un mouvement héli- 
coïdal ou parcourt une hélice de pas h. Les équations (7.7) sont les équations 
paramétriques d’une courbe hélicoïdale, ou hélice. De la dernière équation (7.7) 


t—2nz/(oh); 
portant cetie expression dans les deux premirres équations (7.7), on obtient 


z—=R cos (= :), y=AR sin (D :). 


Ce sont les équations de la même trajectoire, c’est-à-dire de l’hélice, écrites 
sous la forme (7.2). L'équation horaire s — s (t), nécessaire pour la définition 
intrinsèque du mouvement, pourrait être obtenue à partir de (7.7) en appliquant 
les formules appropriées du calcul intégral. Or, à la fin du paragraphe suivant 
(n° 2.3), nous établirons la formule en question qui sert à déterminer la longueur 
d’un arc de courbe gauche. 

Pour terminer cet exemple, nous écrirons l'expression du rayon vecteur 
r (t) du point 


: h 
r(t)—2R (4 cos œt+-7 sin @t)+— tk 
utilisée pour la définition vectorielle du mouvement. 


$ 2. Vitesse du point en mouvement curviligne 


2.1. Vecteur vitesse du point. Supposons que le point mobile 
se trouve à l'instant { en position M (x, y, z), et à l'instant & — 
= 4 + At en position M" {x + Ax, y + Ay, z + Az), en se dépla- 
çant suivant un arc de trajectoire MM” (fig. 7.5). A la première 
position correspond le rayon vec- 
teur r — OM, et à la seconde le 
rayon vecteur 7° — OM. Le vec- 
teur caractérisant le déplace- 
ment du point M pendant le 
temps At, ou vecteur déplace- 
ment, est égal à Arr — r — 
— MM'. On appelle vecteur vites- 
se moyenne entre Îles instants f 
et t + At le rapport de Ar à At 
et on écrit 


__ Ar 
Umoy À : 


Fig. 7.5 


Puisque les projections du vec- 
teur déplacement Ar sont Azx, Ay, Az, on a 


Az , Ay . Az 
Dmoy = as t'as TT a Ne 
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On appelle vecteur vitesse du point M à l'instant t la limite vers 
laquelle tend le vecteur vitesse moyenne re At tend vers zéro: 


Ax Az 
o— lim vmoy= limit lim 22 j+ lim 2x, 
id Ce) At+0 + ag At 7. 
ou 
dx . dy ». , dz 


Les vecteurs v04 et v sont montrés sur la figure 7.5. 

Dans l’Introduction à Îa cinématique, nous avons considéré 
(n° 5) la dérivation d’un vecteur libre variable. Puisque le vecteur 
déplacement MM°' — Ar = r'— r, la vitesse du point M est un vecteur 
appliqué en ce point et équipollent à la dérivée du rayon vecteur r 
par rapport au temps à l’instant considéré: 

dr 


=. (7.9) 


Le rayon vecteur ayant son origine en un point fixe, la notion 
de dérivée revêt une signification immédiate. Il sera utile de signaler 
que la formule (7.8) n’est autre qu’une forme d'écriture développée 
de (7.9) en coordonnées cartésiennes rectangulaires. Soulignons une 
fois de plus que le rayon vecteur r (f) est un vecteur ayant son origine 
ïixe en O. Par contre, la vitesse v (f) du point a son origine en un 
point mobile À. 

Il y a quelquefois intérêt à rapporter à l’origine des coordonnées 
un vecteur équipollent au vecteur vitesse: en ce cas l’extrémité du 
vecteur v ({) parcourt une trajectoire appelée hodographe de la vitesse. 
Cette notion est utile pour la dérivation du vecteur vitesse (voir 
n° 3.1). 


2.2. Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes rectangulaires. 
Cherchons le module et la direction du vecteur vitesse. Puisque le 
vecteur déplacement MM” est dirigé suivant la corde MM de la 
trajectoire et que la position limite d’une corde est la tangente à 
la courbe, le vecteur vitesse est porté par la tangente à la trajectoire 
et orienté dans le sens du mouvement. Quant au module de la vitesse, 
il est égal à 


. MM : MM' MM 
v— lim . — lim (— : 
At+0 At-0 y" | 


d'où, en désignant la longueur de l’arc MM” par As et en se rappelant 
que la limite du rapport de la longueur de la corde sous-tendant un 
arc à la longueur de l'arc est égale à 1, on déduit que 


v= lim = # 
Mir al : d° 
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Avec le sens de parcours fixé, on a As >> 0 pour At >> 0. Dans le cas 
général le module de la vitesse s'écrira 


ds 


ed Era 


(7.10) 


Remarquons que la formule (7.10) ne permet de déterminer di- 
rectement le module de la vitesse que si le mouvement est défini 
par équations intrinsèques. Dans le cas où le mouvement est défini 
en coordonnées cartésiennes, nous connaissons les projections de la 
vitesse (voir formule (7.8) et remarque à la formule (1) du n° 5 de 
l’Introduction à la cinématique) sur les axes de coordonnées: 

dx dy dz 
Pen à y ? Vr = 


Le module du vecteur vitesse s'écrira donc sous la forme 
= 2 LL 7 | 92 dx \2 dy \£ _dz 2 
Vue y ($)+ () +(%) + GA 


L'unité SI de module de la vitesse (voir ch. I, n° 2.3) est le mètre 
par seconde (m/s). 

Transformant le radicande de (7.11), on déduit des formules 
(7.10) et (7.11) 


ds 


ds | _ (x) +@y?+ (7 
d | 


dt ? 


expression conforme à celle de la différentielle de la longueur d’un 
arc établie dans le cours de calcul différentiel (voir N. Piskou- 
nov. tome I, ch. XII, $ 3): 

ds= + V' (dx) + (dy) (dr). 


La direction du vecteur vitesse et, par conséquent, celle de la 
tangente à la trajectoire sont définies à l’aide des cosinus directeurs 


d 
co. De) = 4e = or or 
VC) + (+) 


2. (7.12) 


> Uy j ON  Uz 
cos (v, Oy) — Eu cos (v, Oz) Sue 


Q TS AT MS ° . 
Ici (v, Ox), (v, Oy), (v, Oz) sont les angles que fait le vecteur vitesse 
avec la direction positive des axes Ox, Oy, Oz respectivement. 


2.3. Vitesse algébrique. Espace parcouru. Rappelons que s est 
J’abscisse curviligne, c’est-à-dire la longueur de l’arc de courbe (tra- 
jectoire) comptée (avec le signe approprié) à partir d'un point fixe 
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M, de la trajectoire. Le choix du signe de s correspond à la défini- 
tion du sens positif de la tangente à la courbe. On admet donc que le 
sens positif de la tangente est le sens des valeurs croissantes de 
l’abscisse curviligne s du point mobile. 

Convenons d'associer à chaque vecteur vitesse v, du point une 
valeur algébrique v, (positive ou négative) définie par 

as æ 
VX ST (7.13) 

et appelée vitesse algébrique. Ainsi donc, la vitesse algébrique est 
positive lorsque le vecteur vitesse est orienté dans le sens des abscis- 
ses curvilignes croissantes (c’est-à-dire dans le sens qui coïncide avec 
la direction positive de la tangente à la courbe au point considéré) et 
négative quand le vecteur vitesse est orienté dans le sens des abscisses 
décroissantes (c’est-à-dire dans le sens inverse de la direction positive 
de la tangente). 

Le vecteur vitesse du point étant toujours dirigé le long dela 
tangente à la trajectoire, la vitesse algébrique du point 


Ur —= æ+v (v est le module de la vitesse !) 


est égale à la projection du vecteur vitesse sur la direction de la 
tangente au point considéré. 

Si le module de la vitesse est défini en fonction du temps, v — 
= &(t), la formule (7.10) permet de déterminer l’espace S parcouru 
par le point pendant tout intervalle de temps. En effet, multiplions 
les deux membres de (7.10) par dt >> 0: 


|ds| = v (i) dt. 
Intégrant par rapport au temps de O à £ et par rapport à l’espace 
parcouru de 0 à S (avec t = 0 et S — 0 à l'instant initial}, on obtient 
s 
fldst= 
D 
en définitive, l’espace parcouru est égal à 


v(i)dt; 


On ch 


S— À v(t)dt. (7.14) 
0 


Dans le cas particulier où la vitesse est constante en module 
pendant toute la durée du mouvement, v (f) = V, le mouvement 
curviligne est appelé mouvement uniforme. De la formule (7.14) on 
afdans ce cas 

S = Vi. 


Cette formule est la loi de variation de l’espace parcouru en mouve- 
ment curviligne uniforme. 
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Les formules de la vitesse du point animé d’un mouvement plan 
défini en coordonnées polaires seront établies dans le ch. XI, n° 1.3. 


Exemple 7.3. Mêmes conditions que dans l’exemple 7.2. Les équations 
du mouvement (7.7) nous donnent 


d 


Le vecteur vitesse v s’écrira sous la forme 
; . : ; . oh 
o—= vi + 0yj +v,k = —iRo sin wi+7Ro cos OH k, 
et son module sera égal à 
— 2 2 2 
D= Vo +vit+vi— 


oh? 


= : 9 o 712R2S L h2 
— V/ 2% sin? ot + Row? SO OUR Sr 0. V'4anR? LR? : 


Les cosinus directeurs du vecteur vitesse sont 


Vx 2nkR . 
cos (v, Or)j= = 75 sin ot, 
TS D 21R 
cos (2, Oy) — TT q  Cos of, 
v hk 
COS (U, O}= <= , 


où F = V' 4m2R? + k2, On voit sans peine que la somme des carrés des cosinus 

directeurs est égale à l’unité, ce qui est conforme à la formule connue de la 
MS 

géométrique analytique. Puisque cos (v, Oz) — const, la tangente à l’hélice 

forme en chaque point de la courbe un angle constant avec l’axe Oz: 


h 
y=(v, Oz) = arc cos, 


Le module de la vitesse restant inchangé pendant toute la durée du mouvement, 
le mouvement hélicoïdal défini par les équations (7.7) est uniforme. Si la posi- 
tion initiale du point est M, (voir fig. 7.4), on a 


of 
{ = — 
S ft)=—svt x L. 


L'espace S parcouru pendant le temps 7 = 2x/w (voir l’exemple 7.2) est égal à 


GT 27 _. V | k? 
S = nt =T=2nrR l+- Rs ‘ 
Nous venons de définir la longueur d’une spire d’hélice avec Les seules formules 


de cinématique. La rapport h?/{4n?R?) est généralement très inférieur à l’unité. 
Utilisant un développement connu de la théorie des séries 


VTTu=i+ + 
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(voir N.Piskoun co v, tome Il, ch. XVI, $ 19), nous pouvons donner à la lon- 
gueur d’une spire d’hélice une expression approchée 


h? 
Sæ2nR (14 | 


$ 3. Accélération du point en mouvement curviligne 


3.1. Vecteur accélération du point. Supposons que le point mobile 
M possède à l’instant { un vecteur vitesse v = v (t}), et à l’instant 
&’ — t + At, se trouvant en M”, un vecteur vitesse vw’ — v (t + Aï) 
(fig. 7.6). Plaçons l’origine de v’ au point fixe de l’espace occupé 
par le point mobile M à l’instant t, ce qui revient à construire le 
vecteur owm. Construisons ensuite le vecteur Av (accroissement du 
vecteur v): 

ÂD = LUy — 0. 


Portons à partir de M un vecteur Av/At égal au rapport de l’accrois- 
sement du vecteur vitesse à l'accroissement du temps At (voir 


Fig. 7.6 Fig. 7.7 


fig. 7.6). Ce vecteur s'appelle vecteur accélération moyenne pendant le 
temps (£, é + At): 


Av 
Wmoy — AT 


Par vecteur accélération w d’un point 47 à l'instant {, on entend la 
limite vers laquelle tend le vecteur accélération moyenne quand At 
tend vers zéro: 


à ... AD 

At-0 A0 Àf 
Conformément à ce qu’on a vu dans le n° 5 de l’Introduction à la 
cinématique, l'accélération du point mobile M est un vecteur appliqué 
en M et égal à la dérivée du vecteur vitesse v par rapport au temps 
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À l'instant considéré : 
dv 


M ape (1.19) 


Considérons la relation entre le vecteur accélération et ce que 
nous avons appelé plus haut hodographe de la vitesse. Appliquons le 
vecteur v à l’origine © du système de coordonnées fixe Oxyz, ce qui 
revient à construire en © un vecteur vw équipollent à v, et désignons 
son extrémité par G (fig. 7.7). Puisque le vecteur v est en général 
variable en fonction du temps, le point G se déplace dans l’espace. 
La trajectoire suivie par le point G est l’hodographe de la vitesse. 
Puisque les projections du vecteur vitesse sur les axes Ox, Oy et Oz 
sont dr/dt, dyldt, dz/dt, \es coordonnées du point G (£; n, €) de l’ho- 
dographe sont 


dx dy 


d 
in, noue, conc,  (46) 


t ? 
Ce sont les équations de l’hodographe de la vitesse sous forme para- 
métrique. Eliminant le paramètre (le temps ft), on obtient les équa- 
tions de l’hodographe écrites en termes de coordonnées. 
Le vecteur vitesse du point G de l’hodographe 


dx : y . dv, 1, dv 
dl a © 


dt dt 
est équipollent, en vertu de (7.15), au vecteur accélération # du 
point mobile M (voir fig. 7.7). 


d£ . , dn : dy, 
Ut gp dar 


3.2. Vecteur accélération en coordonnées cartésiennes rectangu- 
laires. [1 ressort des formules (7.15) et (7.9) que 
dv d?r 


nes (7.17) 


J— ——— 
Æ dt dt? ? 


c'est-à-dire que le vecteur accélération d’un point mobile A est 
équipollent à la dérivée seconde du rayon vecteur de M par rapport 
au temps. Puisque le rayon vecteur admet la représentation 


r=r()=r@i+yOi+z0E, 
la formule (7.17) permet de décomposer le vecteur accélérationsuivant 
les axes de coordonnées cartésiennes rectangulaires: 


dx . dy . , d?z 
vs rit-u it ont. US) 


La formule (7.18) se laisse déduire également des formules (7.15) 
et (7.8). Les projections du vecteur accélération du point sur les 
axes de coordonnées s'écriront 

__ dx dx | ay dvy d?3 du; 


Den re Win me eu as Un} 
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où x, y, z sont les coordonnées du point mobile déduites des équa- 
tions du mouvement (7.1). | 
Le module de l'accélération s’écrira 


Var (5) +(4) + (6), o20 


et Les cosinus directeurs du vecteur accélération, 


DLE: 


AS FA 
cos (w, Ox) = <Æ- — L 


CV ET 


cos (æ&, Oy) =——, cos (&w, Oz) — —=., 


ww 


(7.21) 


L'unité SI de module d'accélération est le mètre par seconde au 
carré (m/s°). | 

Les formules (7.19) définissent les projections du vecteur accélé- 
ration sur les axes du système fixe de coordonnées cartésiennes rectan- 
gulaires Ozxzyz. Il y a intérêt à définir les projections du vecteur 


Came 


Fig. 7.8 


accélération sur les axes d’un système mobile de coordonnées rectan- 
gulaires dont l’origine est confondue avec le point mobile M et les 
directions des axes sont définies par la trajectoire elle-même. Avant 
de le faire, nous rappellerons en quelques lignes la théorie des courbes 
gauches (pour plus de. détails, voir N. Piskounov, tome I, 
ch. IX, $$ 1 à 4). 


3.3. Axes intrinsèques. Parmi les courbes planes, la plus simple 
est la circonférence. N'est-il pas possible d’approcher certaines por- 
tions d’une courbe gauche par des arcs de circonférences? 

Prenons sur une courbe trois points voisins M, M,, M, (fig. 7.8). 
Il existe un plan MM,M, et une circonférence de centre Cmmims 
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passant par ces points. Si M, M,, M, ne sont pas alignés, on n’a qu'un 
seul plan et une seule circonférence. Supposons que les points #4, 
et M, se rapprochent indéfiniment du point M: le plan WMM,M, 
tend alors vers une position limite que nous appelons plan osculaiteur 
de la courbe en M. Le plan osculateur contient également la position 
limite de la circonférence ayant son centre en Cmm,m, et passant 
par les points M, M,, AT, ; cette position limite s'appelle circonférence 
(ou cercle) de courbure pour M. Soit Cy le centre de la circonférence de 
courbure pour M, c’est-à dire la position limite vers laquelle tend 
le point Cmm.m, quand les points M, et M, se rapprochent indéfi- 
niment du point M. Le rayon o = CyM de la circonférence de cour- 
bure s'appelle rayon de courbure de la courbe en 7. 

La tangente WT à la courbe en VW, étant position limite de Ia 
corde M M,, est contenue dans le plan osculateur. On appelle plan 
normal le plan passant par le point M et perpendiculaire à la tangente 
M7. Toute droite passant par M et contenue dans ce plan, est une 
normale à la courbe en M. 

Les normales à la courbe en un point forment un faisceau de 
droites parmi lesquelles on distingue la normale principale Mn située 
dans le plan osculateur et la binormale Mb perpendiculaire à la nor- 
male principale. Puisque le centre de courbure C;, appartient, lui 
aussi, au plan osculateur et que le rayon de courbure C,,M est 
perpendiculaire à la tangente 7, on conçoit que la normale prin- 
cipale est la droite qui se confond avec le rayon de courbure. 

Choisissons un système de coordonnées (repère) mobile en donnant 
à ses axes les directions suivantes: 

1° la tangente WT dont le vecteur unité Tt est orienté dans le 
sens des valeurs croissantes de l'abscisse curviligne s (voir n° 2.2); 

2° la normale principale Mn dont le vecteur unité #2 est orienté 
vers le centre de courbure (c’est-à-dire vers la concavité de la cour- 
be); | | 

3° la binormale Mb dont le vecteur unité b est orienté d’après 
la règle de la vis à droite, la rotation se faisant du vecteur unité de 
la tangente vers celui de la normale principale (fig. 7.9). 

De tels axes de coordonnées sont appelés axes intrinsèques. 

Désignons par A l’angle entre deux iangentes menées en deux 
points voisins M, M” de la courbe (fig. 7.10), et par As, la longueur 
de l’arc ÂM". On montre (voir N.Piskounov,tomel, ch. IX, 
$ 4) que le rayon de courbure p de la courbe en M est l'inverse de sa 
courbure k: | 


p=+, où k—lim ©. (7,22) 


3.4. Accélération tangentielle et accélération normale du point. 
Proposons-nous de définir les projections du vecteur accélération 
sur les axes intrinsèques. 
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. Donnons-nous un instant déterminé #t, de manière à fixer la 
position du point mobile M. Construisons le vecteur vitesse v — 
— » (t) du point A et le vecteur vitesse &’ — v (ft + Af) du point M” 
qui correspond à l'instant £" — ? + At (fig. 7.11). Reportons le 
vecteur v’ au point M et construisons le vecteur 


LN = Av = — r. 


Sur la direction de vw, portons à partir du point M un vecteur 
MK égal en module à &’, en sorte que MK = v’. Le vecteur ZKN est 
égal à la somme géométrique des vecteurs ZLK et KW: 


Av = LK + KN. 
Par définition, le vecteur accélération en 7 est égal à 
LK 


LA ? e e K 
w = lim = lim + lim 7. (7.23) 
Ats0 DT a1-0 at-0 A 


Cherchons d’abord Ia limite du premier terme de la somme. 


Fig. 7.10 Fig. 7.11 


. Puisque le vecteur ZK est colinéaire à v, la direction du vecteur 
LK/Aï reste constante pour t fixe et At variable; elle se définit de la 
même façon que la direction de Ïa vitesse, c’est-à-dire par le vecteur 
unité t de la tangente. Le module du vecteur LK (au cas où le module 
de la vitesse de ÀZ croît et le mouvement se fait dans le sens de la 
direction positive de la tangente à la trajectoire, voir fig. 7.11), 
est égal à 

LK — MK — ML = v — v — Av, 


où Av est l'accroissement du module de la vitesse. On a donc 


Pour déterminer le module de la limite du second terme de la 
somme, construisons un arc de circonférence À N de rayon MK — 
— MN = 1. L'angle au centre interceptant cet arc est un angle 
compris entre deux tangentes en M et M”; nous l'avons désigné 
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précédemment par AG. Transformons le rapport KN/At: 


KN  KN KN  KN v'AB  KN , AB Às 


— — — 
— ——— 


At. £N At £N At KN ÀÂs At.” 


En effet, la longueur de KN est égale à v’AB, car XN est un arc de 
circonférence. Sachant que 
KN 


lim —— — 1 


PT, 


M'+M KN 


et faisant intervenir les formules (7.10) et (7.22), on obtient 


Reste à déterminer la direction limite du vecteur KN/At. Etant 
donné que 


la direction limite en question est perpendiculaire à Fa tangente et 
appartient au plan osculateur, c’est-à-dire se confond avec la direc- 
tion de la normale principale Mn. On a donc 


ose 

ao A D — 
L'égalité (7.23) devient 

wo TH. (7.24) 


Ainsi donc, les projections du vecteur accélération du point sur 
les deux premiers axes intrinsèques sont 


d 
Des (7.25) 
D, =+— (7.26) 


tandis que sa projection w, sur la binormale est identiquement nulle. 
Il en découle que le vecteur accélération est situé dans le plan oscula- 
teur Mr (fig. 7.12). Ces formules permettent de déterminer le module 
du vecteur accélération 


w = V wi + uw 


MS 
et de définir sa direction par le calcul de l'angle Ô— (w, n): 
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La formule (7.25) reste aussi valable pour les intervalles de temps 
pendant lesquels le module v de la vitesse du point décroît, le mouve- 
ment étant eïtectué toujours dans le sens de la direction positive de 
la tangente à la trajectoire. On a alors dv/dt << 0, c'est-à-dire que 
la projection du vecteur accélération du point sur la tangente est : 
négative. Autrement dit, le vecteur accélération tangentielle 


d’un point animé d’une vitesse de module décroissant est orienté 
dans le sens inverse du mouvement. C'est l’indice qui permet de 


Fig. 7.12 


reconnaître le mouvement accéléré ou retardé d’un point sur la cour- 
be : le vecteur accélération tangentielle du point est orienté dans le 
sens du mouvement ou dans le sens inverse du mouvement. 

“Remarque 1. Pour tenir compte des cas où le point se 
déplace sur la courbe dans le sens des valeurs décroissantes de l’abscis- 
se curviligne s (dans le sens inverse du vecteur unité 1) ou change 
de sens de mouvement, il convient de modifier la formule (7.25) de 
la projection du vecteur accélération sur la tangente en l’écrivant 
sous la forme 


2 
TR (7.25a) 


Ici v, est la vitesse algébrique (projection du vecteur vitesse sur la 
tangente) définie par la formule (7.13). La formule .(7.24) s'écrit. 
dans les cas signalés 


d?s p? 
PT D ir LE (7.24a) 


L'indice d'un mouvement accéléré du point sur la courbe signalé 
plus haut reste en vigueur comme précédemment. 

La projection du vecteur accélération du point sur la normale 
principale est toujours non négative; autrement dit, le vecteur 
accélération normale 
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d'un point mobile est toujours dirigé vers le centre de courbure 
(quand cette accélération est non nulle). 

Si pendant le temps considéré, le point se déplace avec une vitesse 
constante en module (mouvement uniforme), on a w, — du/dt = (. 
L'accélération totale æ& du point se réduit alors à son accélération 
normale, & = &#,. 

Si le point se déplace suivant une ligne droite, son accélération 
normale est égale à zéro, car la droite est une courbe de courbure 
aulle, &# — 4/0 = 0. L'accélération d’un point en mouvement recti- 
ligne se réduit donc à son accélération tangentielle. 

Dans le cas où le point décrit une droite d’un mouvement unifor- 
me et dans ce cas seulement, son vecteur accélération æ est identi- 
quement nul. 

Remarque 2. On peut utiliser la première formule de Serret- 
Frénet (voir N.Piskounov, tome Î, ch. IX, $ 5) de la dérivée 
du vecteur unité + de la tangente par rapport au temps, 


&_1&, 
dt __ p dt ? 


pour établir la formule (7.24a) sans passer par (7.24). En effet, on 
a en vertu de (7.13) 
ds 


D 3, 
d’où 
dv d?s ds dat ds _ v? 
ae TT 
Re ui ar a am 0 D. 


car v? = (ds/di}?. 

Si le mouvement du point est défini par ses équations en coordon- 
nées cartésiennes, on peut chercher les modules des vecteurs vitesse et 
accélération en fonction du temps d’après les formules (7.11) et 
(7.20). Ensuite on peut déterminer la projection w, du vecteur accélé- 
ration sur la tangente d’après les formules (7.25) ou (7.25a). Puis on 
détermine la projection w, du vecteur accélération sur la normale 
principale : 


w, = V w?—uÀ (7.27) 


et enfin le rayon de courbure dela trajectoire en fonction de £ (c'est-à- 
dire à un instant quelconque) d’après la formule-(7.26) : 


Pers (7.28) 


On peut se demander quelles sont les projections du vecteur 
vitesse sur les axes intrinsèques. La réponse est bien simple: en 
effet, le vecteur vitesse est porté par la tangente à la trajectoire, ce 
qui fait que w — +v, v, = vy = 0. Si v est de même sens que le 
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vecteur unité t,on av, = v, s’il est de sens opposé, on a w, — —v. 

Les formules exprimant l'accélération du point animé d'un 
mouvement plan défini en coordonnées polaires seront établies dans 
le chapitre XI, n° 1.3, 


Exemple 7.4, Soient les équations du mouvement du point 


1 

LD y=t (p > 0). 

Déterminer l'équation de la trajectoire, ainsi que la vitesse, l’espace parcouru, 

l'accélération et le rayon de courbure à 

l'instant & — p. | 
Solution. Eliminons t entre les 

équations du mouvement. Il vient 


{ _ 
=-—y?, si bi ue y?— P 
z 3p y?, Si bien q y*—2pz _ 
Or, pour {—0 ona z— y— 0, et pour D 
t>0 on a z> 0et y>0; la trajec- 2e on 
toire n'occupe donc pas la parabole tout it 
entière mais seulement sa partie supé- Dr 
rieure (fig. 7.13). Pour t = p les coor- 
données du point M sont (+ P ) . Cal- Fig. 7.13 
culons les projections du vecteur vitesse sur les axes de coordonnées: 


dr __ À dy 
mg pt VW dE 


DS VAT = VAT, 


Les cosinus directeurs du vecteur vitesse se définiront d’après les formules (7.12) : 


= 1, 
puis son module 


TS ; TMS v 
cos (v, Oz) — PS = ee , cos (v, Oy}= #1 . 
L V'E2+ pi Fe . Vip? 


À l'instant & — p le module et les cosinus directeurs du vecteur vitesse seront 
respectivernent 


v(p}= V2, cos bp) Ep), à Oz) = cos (v Co è Oy) = 2, 
si bien que + 
(v(p), Oz) =(v(p), ( 


L'espace parcouru par le point entre l'instant initial t — 0 et l'instant t — p 
se définira 2e la formule (7.14): 


s (P) = Li Vera LE [VAR +ptin (+ VAN 
0 


= pIV2+in (1+ 3) = 1 15p. 


11—01146 
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Les projections du vecteur accélération sur les axes Ox, Oy sont 


do 1 dv 
We p? Wy = —# —= 
Cela revient à dire que le vecteur accélération æ est constant en module {w — 
— 4{/p} et reste parallèle à F’axe Ox pendant toute la durée du mouvement (voir 
fig. 7.13). La projection du vecteur accélération sur la tangente sera déduite 
à l’aide de la formule (7.25): 


Dr 


__ dv t 
dd  pye+p 
après quoi on cherchera l’autre projection (sur la normale principale): 
mi { 12 1 
PU à dE CORRE HO 
eV : p* p(+p)  yr+p 


Enfin, la formule (7.28) permet de déterminer le rayon de courbure de la tra- 
jectoire à l'instant quelconque du mouvement: 
… v? — 1 2 2 12 72 
POST (847 VAT P 
A l'instant { — p on à : 
p}=2V2p. 


On voit sur la figure 7.13 le centre de courbure € pour le point M de la trajec- 


toire; on a CM — p (p). 
Exemple 7.5. Dans les conditions des exemples 7.2 et 7.8 on a 


De 2? — — Row? coswt Wy = — — Row? sin of D = À). 
#- dt 2 97 qi ? 727 dt 
Le vecteur accélération 1 s'écrira sous la forme 


w = w,é + w,j + w,k = —iRo? cos ot — jRo? sin of, 


et son module 

w=V wi+uwi+uwi= y Riot cos? ot+ Riot sin? ot — Ru? 
est une grandeur constante. Déterminons les cosinus directeurs du vecteur accé- 
lération d’après les formules (7.21): 


cos (æ, tt ot, cos(w, Oy)— 


Wy TS w, 
ES ——-8inœt, cos(w, Ozj=— = 0, 
HA 


De cette dernière formule il ressort que 
DA NE 
(w, Oz)}— +. 


Autrement dit, pendant le mouvement du point M son vecteur accélération est 
toujours perpendiculaire à l’axe Oz et appartient donc à un plan parallèle à Oxy. 
Puisque le module du vecteur vitesse est une grandeur constante (voir l'exem- 
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Fig. 7.14 


ple 7.3), la projection du vecteur accélération du point sur la tangente s’annule, 


Si l'accélération tangentielle s’annule, l'accélération normale w,, se confond 
avec l'accélération totale du point æ, si bien qu’on a 


w, = w = Row. 
Le rayon de courbure de la trajectoire (en l’occurrence une hélice) s’obtient. 
à partir de la formule (7.27): 
v? __ @?(4n2f?+ h?) k? 


EEE 


PE des FT ur 


Aïnsi donc, l’hélice a un rayon de courbure constant en chacun de ses points. 
Pour terminer cet exemple, proposons-nous de définir les hodographes de la 
vitesse et de l'accélération. Prenons les équations (7.16) 


EÉ—vy = —Ro sin ft, n=v, = Aw cos wi, == 
et éliminons le temps t. Il vient 
oh 
2+ : — R?26? — — 
Ë ui L 97 e 


Ces équations d'terminent une circonférence dans le plan & — wh/(2x), de centre 
sur l’axe OÙ et de rayon Ro (fig. 7.14). Sur cette figure, le point M, se fait cor- 
respondre le point G,; de l’hodographe de la vitesse. 

Plaçons l’origine du vecteur accélération w au point fixe O : son extrémité 
IT décrit alors une trajectoire appelée bodographe de l’accélération. On obtient. 
ses équations à partir des équations 


& — wy = —R&? cos @t, n = w, = —Ro? sin ot, E= w, = 0, 
où on élimine le temps ft. Il vient 
E2 L nm — Ro, = 0. 


Ces équations déterminent une circonférence dans le plan OËn, de centre © et 
de rayon Ro? (voir fig. 7.14). Le point M, se fait correspondre alors le point Hs, 
de l’hodographe de l'accélération. 


3.0. Mouvement rectiligne du point. Avant de terminer ce cha- 
pitre, nous examinerons le mouvement rectiligne du point, qui est 
un cas particulier du mouvement curviligne. 


Et? 
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Supposons que la droite parcourue par le point soit confondue avec 
l'axe Ox. Comme nous l'avons rernarqué en fin du n° {.5, la défini- 
tion intrinsèque du mouvement. ne-se distingue en rien, dans ce cas, 
de sa définition en coordonnées cartésiennes. Soit donc une fonction 
z =xt(t). Puisque dans le cas du mouvement rectiligne considéré 
y =2=0, on a 
dr . d?r .. 

Fr Er 7T D 


D '—= 


nous utiliserons les valeurs algébriques de la vitesse et de l’accéléra- 
tion, car leur signe définit le sens du vecteur correspondant. Dans ce 
cas (et seulement dans ce cas) on a Le droit d’écrire que 


dx dv 


dt ? More 


Examinons à' titre d'exemple le cas du mouvement rectiligne 
uniformément varié, avec w = a (a constant positif ou négatii). 
On a donc du/dt — a ou du — a dt. Intégrant par rapport à t{ de O0 
à t et par rapport à v de v, à v, on obtient 

© t 
| dv — | adt, v—=v+ai. (7.29) 
Vo ( 
Il vient ensuite 
= v= vo at, dx = (v, + at) dt. 
Les intégrations sur t entre les mêmes bornes et sur x entre x, et x 


donnent 
x Î 
| de | (at) dt, z=29+vot + À o8. (7.30) 
Xe 0 


Pour x, et v, donnés, les formules (7.29) et (7.30) peuvent être consi- 
dérées comme deux égalités où interviennent quatre variables #, x, 
v, a. Deux variables étant connues, les deux autres peuvent être 
déterminées. Il y a intérêt à déduire de (7.29) et (7.30) la formule 
suivante : 


2 = 9 + vot + (Co + at) t= 26 + (vo) t. (7.31) 

Si zo = Vo — 0, on a la formule 
v2 — ai? — 2a _ — 2ax. (7.32) 
Exemple 7.6. La manivelle OÀ — r est animée d'un mouvement cir- 
culaire uniforme autour d’un point fixe O, ce qui revient à dire que son angle 


de rotation @ (fig. 7.15) est proportionnel au temps ?, ® — œt. Dans son point À 
la manivelle est articulée sur la bielle AB — Z; cette dernière’met en mouve- 
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ment, par l'intermédiaire d’une articulation, le coulisseau B qui se déplace entre 
deux glissières de guidage parallèles. On demande de savoir la vitesse et l’accé- 


lération du coulisseau B. 
Solution. Plaçons l’origine des coordonnées en © et orientons l’axe Oz 


suivant OB. De la figure 7.15 on a 
z = OB = OC + CB = r cos p + I cos Ÿ. 


On a dans le triangle OAB d'après le théorème des sinus 


sin Ÿ ein : r 
ee pr à OÙ sin ÿ——- sin p. 


Désignons le rapport r/l par À et calculons 
cos ÿ=— V/1—sin? = ÿ' 1— À? sin? y. 


En portant l’expression de cos ÿ dans l'équation en x et en se rappelant que 


Fig. 7.15 


@ = ot, on obtient l’équation du mouvement du coulisseau B sous la forme 
z=rcosœt+i y 1—A2sinof. 


La vitesse du coulisseau à un instant & quelconque se définit par la formule 


dx à À sin 26 
U= — = — rO Sin DO — — LD —— 
di 2 V/1—22 sin? @t” 


En calculant la dérivée seconde, on obtient l’accélération du coulisseau en fonc- 


tion du temps ft. 
À? étant généralement très petit (de l’ordre de quelques centièmes), utilisons 


le développement de V/1 — & en série entière: 
VT=a-i—— a+ .…. 


(voir N. Piskouno v, tome Il, ch. XVI, $ 19) pour trouver une expression 
approchée de l’abscisse du coulissean : 


z & EÉ=rcos ot+] (1 À? sin? ot) : 


En dérivant par rapport au temps, on obtient les expressions approchées de la 
vitesse et de l'accélération du coulisseau : 


v & E r@ sin @i — 0 sin 20t, 
d?£ 


TE = — 702 cos @i— À 2/02 cos 2wf, 


ww 7 
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Nous remarquons que l'expression approchée de la vitesse du coulisseau se laisse 
déduire de son expression exacte en supprimant, sous le radical, la quantité 4? 
qui est négligeable devant l'unité. 


Exercices 


Exercice 7.1. Deux manchons À et B reliés entre eux par une tige 
inextensible 4 B de longueur 2! glissent suivant les axes de coordonnées (fig. 7.16). 
Le mouvement du manchon À est défini par l'équation x — 21 sin wt. On de- 
mande de savoir la vitesse des manchons, ainsi que la trajectoire et la vitesse du 
point € qui se trouve à la distance 2/3 Z du 
manchon 4. 

Réponse. Le point € décrit une wl- 


4 
lipse de centre O et d'axes À l, . L= 
LaA—2lOücos ot, vp——2luw sin ot, 


= + 10 V'1-+3 cos? wt. 


Excrceice 7.2 Les équations du 
mouvement du point Â sont x — Pt, 


1 : | : 
os nr gt, Déterminer la trajectoire 


Fig. 7.16 du point, sa vitesse, secs accélérations 
totale, tangentielle et normale, ainsi que le 
rayon de courbure de la trajectoire en #4. à un instant t quelconque. Expli- 
quer la signification physique des constantes f$ et y. Construire l’'hodogra- 
phe de la vitesse. | 
Réponse. La trajectoire en question est une portion de parabole 


ds 
TR" 2 


ayant son sommet au point (By/£, 7 V8), passant par l’origine des coordon- 


x? 


nées O et ayant ses branches orientées vers le bas; 


ns TRS 
v— VP?+(y—gt}},  cos(v, =, D—=E£, 


DÉC UR d— gt ÿ uŸ 

Qo, Oy}=n, w=— LUE, we , ani 

B = v sin &, y — v, sin &, où « est l’angle que fait le vecteur vitesse initiale 

To = L (0) avec l’axe Ox. L’hodographe de la vitesse a pour équation x — f. 

Exercice 7.3. Le point M de la jante d’une roue de rayon R roulant 

sans glisser sur un rail rectiligne avec une vitesse vo (pour le centre © de la roue) 
décrit une cycloïde dont les équations paramétriques sont 


z = R (ot — sin &t), y = R ( — cos wt) (wo = vo/R). 


On demande de savoir la vitesse, l'accélération et le rayon de courbure de la 
trajectoire en M à l'instant quelconque. 

. ot Pt . . > 
sin — |, cos (v, Oy) == Ro sin œt/v, w = Ro’, 


Réponse. v = 2Ro 9 


ANS .. @é 
(w, Oÿy) = ot, p—4R sa |. 
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Exercice 7.4 Le point décrit une ellipse 
TE tri (1) 


en partant de son sommet x — 0, y — b avec une vitesse initiale &,; son accé- 
lération totale reste parallèle à l'axe Oy. Déterminer la valeur algébrique de 
l'accélération totale en fonction de l’ordonnée y (problème de Newton). 


Indication. Dériver (1) par rapport au temps, poser x — v, et en 
déduire y. Ensuite dériver encore une fois (1) par rapport au temps et faire inter- 
venir l'expression de y et l'expression de x? conformément à (1). 


: … bay? 
Réponse. DEV RS 
Exercice 7.5. Le pont a un profil en forme de parabole y — —0,005 x*; 


les grandeurs x, y sont exprimées en mètres. Une voiture roule sur le pont avec 
une vitesse de module constant, égale à 72 km/h. Déterminer l'accélération 
de la voiture à l’instant où elle se trouve au sommet de la parabole. 

Indication. Utiliser La formule du rayon de courbure déduite par les 
méthodes de calcul différentiel. 

Réponse. w — w, = 4 m/s. 

Exercice 7.6. Le point parcourt une circonférence de rayon 8 mètres; 


la loi du mouvement est s — 2 ®. On demande de savoir la vitesse du point 


à l'instant f, où ses accélérations normale et tangentielle deviennent égales 


en module. 
Réponse. t.—2s, v(2) - 8 m/s. 


CHAPITRE VIII 


MOUVEMENTS ÉLÉMENTAIRES DU SOLIDE 


Soit dans l’espace un système de coordonnées cartésiennes rectan- 
gulaires Oxyz considéré conventionnellement comme fixe. La 
position d’un solide dans l’espace peut être déterminée en définissant 
la position de ses trois points quelconques non alignés. Avant de 
passer à l’étude du mouvement du solide dans le cas général, exami- 
nons quelques types de mouvements élémentaires. 


$ 1. Mouvement de translation du solide 


1.1. Définition du mouvement de translation. Supposons qu'un 
vecteur MN ayant pour origine et extrémité deux points quelconques 
du solide reste inchangé pendant toute la durée du mouvement. Ii 
conserve donc non seulement son module, ce qui est toujours le cas 
en n’importe quel mouvement du 
solide, mais aussi sa direction. 
On dit alors que le solide est 
animé d'un mouvement de trans- 
lation. Aïinsi donc, on entend 
par translation du solide un mou- 
vement dans lequel tout segment 
de droite contenu dans le solide se 
déplace parallèlement à lui-même. 
Beaucoup d'éléments de mécanis- 
mes effectuent des mouvements 
de translation, par exemple les 
bielles d’accouplement des roues 
d’une locomotive, les pédales Fig. 8.1 
d’une bicyclette, etc. 

On voit sur la figure 8.1 les positions du vecteur MN d’abord 
à l'instant t, puis aux instants £’ et {”. Ainsi donc, si le solide effectue 
un mouvement de translation, on a par définition 


MN = M'N'. (8.1) 


Le quadrilatère MM'N'N est de toute évidence un parallélogramme ; 
on a donc MM" — NN’. L'égalité (8.1) est par définition vérifiée 
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pour tous les points du solide (trois points non alignés suffisent) et 
à tous les instants ft, # de mouvement. 


1.2. Théorème des trajectoires, des vitesses et des accélérations 
des points du solide en translation. Tous les points du solide en 
translation parcourent des trajectoires parallèles d'après la même loi 
du mouvement et ont les vecteurs vitesse, ainsi que les vecteurs accéléra- 
lion, égaux. 

Démonstration. Soient M et N deux points quelcon- 
ques du solide en translation. Désignons leurs rayons vecteurs 
OM et ON par ry et rn. L'identité 


dans laquelle ec est un vecteur libre constant, est vérifiés pendant. 
toute la durée du mouvement de translation. Par conséquent, la 
position du point N peut être déterminée à tout instant à l’aide de: 


l'identité 
ra ) = ru () + c. (8.2} 


Il en découle que les différents points du solide en translation 
décrivent des trajectoires parallèles. 
En dérivant l'identité (8.2) et en se rappelant la formule (7.9), 


on obtient 
On () = vw (). (8.3) 


Cela signifie que les vecteurs vitesse de tous les points du solide sont 
égaux en module et en direction à chaque instant du mouvement de 
translation. Réciproquement, si l'identité (8.3) a lieu pour deux 
points quelconques du solide, on revient, en prenant l'intégrale, 
à l’identité (8.2) : le mouvement du solide est bien un mouvement. 
de translation. On voit donc que tout mouvement de translation est. 
caractérisé par un vecteur unique qui dépend du temps seul et qui 
exprime à chaque instant une vitesse de translation qui est la même, 
en module et en direction, pour tous les points du solide. 

Multiplions l'identité (8.3) par dt (en y mettant les vitesses 
algébriques, voir ch. VII, n° 2.5) et intégrons-la entre 0 et £: 

f t 


{uns (#) dt = | vus (t) dt. 
0 fl 
Conformément à la formule (7.13), on en déduit que 
LA t 
| dsy (= | dus (t) ou sw (4) — sa (#). 
rl 0 


Autrement dit, les points décrivent des trajectoires (parallèles) sur 
lesquelles les équations horaires du mouvement sont identiques. 
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— ne — 


————— — 


Dérivons l'identité (8.3) par rapport au temps. Il vient 
ün () = &y (t). (8.4) 


Nous remarquons comme précédemment que tous les points du solide 
“présentent des vecteurs accélération égaux en module et en direction 
à chaque instant du mouvement de translation. D'une façon analogue, 
-on peut adopter comme accélération du mouvement de translation 
du solide, l'accélération de n'importe lequel de ses points. Le théo- 
rème est démontré. 

Si le vecteur vitesse de translation reste inchangé en module et 
en direction pendant toute la durée du mouvement, l'accélération 
est nulle, si bien que tous les points du solide effectuent un mouve- 
ment rectiligne et uniforme. Un tel mouvement peut être appelé 
mouvement de translation rectiligne uniforme. 

En terminant ce paragraphe, soulignons que le mouvement d’un 
solide en translation se définit complètement par le mouvement. de 
son point unique quelconque. La cinématique du solide en transla- 
tion se réduit donc entièrement à la cinématique du point (ch. VII 
et XI). 


$ 2. Rotation du solide autour d’un axe fixe 


2.1. Equation du mouvement de rotation. Le deuxième type de 
mouvement élémentaire du solide est sa rotation autour d'un axe 
fixe, c’est-à-dire un mouvement pendant lequel deux points ©, 0’ 

du solide restent fixes. Il ressort de la 

PU définition d'un corps solide que tous Les 

autres points de la droite O0”, appelée 

axe de rotation, restent fixes, eux aus- 
si *). 

Plaçons l'origine du système de co- 
ordonnées fixe au point ©, adoptons 
comme axe Oz l’axe de rotation OO et 
orientons les axes Ox et Oy suivant deux 
directions perpendiculaires quelconques 
de manière à former un repère direct (fig. 
8.2). Puisque la position d’un solide dans 
l'espace se définit complètement par les 
positions de ses trois points quelconques 
non alignés, il suffit, dans le cas consi- 

Fig. 8.2 déré, de déterminer la position d’un 
point quelconque À] extérieur à l'axe 
de rotation, On peut le faire de la façon suivante. 

Soit M, la position occupée par le point A à l'instant initial 
t — 0. Considérons les demi-plans O0'M, et O0’M et désignons 


te 


*) L’axe de rotation peut aussi être extérieur au solide. 
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par q et o les dièdres qu'ils forment avec le plan Ozx. Comme sens 
positif de lecture des angles, nous adopterons la rotation de Ox 
vers Oy. Pour connaître la position du point MW, qui définit à son 
tour celle du solide tout entier, il suffit de connaître la valeur de l’an- 
gle æ à chaque instant. Aussi l’expression 


p— (+) 
est-elle appelée équation du mouvement de rotation du solide autour 
d'un axe fixe. Comme d'ordinaire, nous admettons qu’il s’agit d’une 
fonction continue, deux fois dérivable. 


2.2. Vitesse angulaire et accélération angulaire du solide. Soit 
M la position occupée par le point 4 à l'instant  — t + At et 
soit ® = @ + Ao la valeur de l’angle o au même instant. Le rapport 
Av/At s'appelle vitesse angulaire moyenne du solide entre les instants 
tet { + At. Quand At tend vers zéro, le rapport indiqué tend vers 
une limite qu'on appelle vitesse angulaire w du solide à l'instant t. 
Par définition, la vitesse angulaire du solide a donc pour équation 


pH line 0 (8.5) 


L'unité SI de vitesse angulaire est le radian par seconde (rad/s). 
Les mécaniciens utilisent une autre grandeur pour caractériser la 
rotation : c’est le nombre #7 de tours par minute. Divisant r par 60, 
on obtient le nombre de lours par seconde; multipliant n/60 par 
2x, on obtient le nombre de radians par seconde. Autrement dit, la 
vitesse angulaire est égale à 

en = 21 = — _s rad/s. 

La vitesse angulaire est elle-même une fonction du temps, © — 
— 6 (t); sa dérivée par rapport au temps porte le nom d'accélération 
angulaire e& du solide: 

__ dw _ dp 
7 dt  d®° 

L'unité SI d'accélération angulaire est le radian par seconde 
au carré (rad/s?). 

Remarquons que la vitesse angulaire w peut être positive ou 
négative, suivant le sens de rotation. Quand w >> 0, le solide tourne 
dans le sens positif. Si pour & > 0 on a l’accélération angulaire 
e > 0, la rotation du solide est accélérée, et si l’on a & << 0, la rota- 
tion est retardée. 

Supposons maintenant que © <Z 0. Alors, si & >> 0, la vitesse 
angulaire décroît en valeur absolue: la rotation est retardée. Au con- 
traire, si e<Z 0, la vitesse angulaire croît en valeur absolue: la rota- 
tion est accélérée. 

Ainsi donc, la rotation du solide.est accélérée si le produit de Ia 
vitesse angulaire par l'accélération angulaire est positif, autrement 


(8.6) 
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dit, si, à l'instant considéré, la valeur absolue de sa vitesse angulaire 
a une tendance à croître. 


2.3. Rotation uniforme et rotation uniformément variée. a) Si 
la vitesse angulaire est constante (wo — Q — const), il ressort de 


l'égalité (8.5) que dp = Q dt. En intégrant par rapport à { de O à 
t et par rapport à @ de @, à , on obtient 


p 1 
| dp — | Q dt, 
Po 0 
ou 
P — Po = Gt. (8.7) 


La formule (8.7) indique que dans un mouvement de rotation uniforme 
l'angle de rotation @ — ®, est proportionnel au temps, tandis que la 
vitesse langulaire Q est égale à 


Q— P— Po 
in 


b).Si l'accélération angulaire est constante (e — E — const), 
il ressort de l'égalité (8.6) que do = E dt; en intégrant, on obtient 


o t 
{do= (Ed, 
O 0 
ce qui veut dire que 
© — @p + Et. (8.8) 


On a alors en vertu de (8.5) 
de = © dt = (où, + Et) dt. 


Faisons l'intégration 
® t 
{ dp= | (+ Er) dt. 
Po 0 


Il vient définitivement 
À 
P= Po + Dot + EE. (8.9) 


Les formules (8.8), (8.9) définissent le mouvement de rotation 
uniformément varié. On remarque l’analogie avec les formules (7.29), 
(7.30) qui définissent le mouvement rectiligne uniformément varié 
du point. Connaissant p, et &,, on se trouve comme précédemment 
en présence de deux équations à trois variables {, @, « et une cons- 
tante E. La connaissance de deux quantités parmi les quatre gran- 
deurs énumérées permet de déterminer les deux autres. 
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2.4. Vitesse et accélération d’un point du solide en rotation. 
Proposons-nous maintenant de déterminer la vitesse et l’accélération 
d'un point quelconque Â/ du solide animé de rotation autour d’un 
axe fixe. Désignons par ©, le point en lequel l’axe de rotation O0’ 
vient percer le plan perpendiculaire à 00” qui passe par M (fig. 8.3). 
La trajectoire du point A7 est une circonférence (ou une portion de 
circonférence) de rayon O,M — R située dans le plan indiqué. 
L’abscisse curviligne s sera comptée à partir de la position initiale 
M, de M, le sens positif étant le même 
que pour l'angle ®. On a alors 


s = RQ. 


Par conséquent, la vitesse algébrique du 
point M se définit par la formule (7.13): 


d d 
v==R <= Ro. (8.10) 


Le vecteur unité rt de la tangente est orien- 
té dans le sens des abscisses curvilignes 
croissantes, c’est-à-dire dans le sens des 
valeurs croissantes de l’angle ; le vec- 
teur unité #7 de la normale est orienté comme toujours vers le 
centre de courbure de la trajectoire, c’est-à-dire vers le point O.. 
Le vecteur vitesse v de M sera alors exprimé par 
v — Root, 


Fig. 8.3 


et son module s’écrira | 
| RL (8.11) 


Les projections du vecteur accélération sur les axes intrinsèques 
s’écrivent, conformément aux formules (7.25a) et (7.26), sous la 
forme 


. d?s … do … : 
W=r = À TR — he, (8.12) 
v? R?2«°? 
Da np — (8.13) 
Par conséquent, le vecteur accélération w est égal à 
w = w:1t + w,n = Rex + Ron. (8.14) 


Le vecteur accélération tangentielle Ret est orienté dans le sens 
de lecture positif ou négatif de l’angle p, suivant que l'accélération 
angulaire & est positive ou négative. Le vecteur accélération normale 
Rw°n est toujours orienté comme le vecteur nr, sauf s’il est nul (car 
on a Ro? > 0); on l'appelle également vecteur accélération centri- 
pète. Le module du vecteur accélération du point M est égal à 


w= V' wi Lui —RV Ee+ où. (8.15) 
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La 1lirection du vecteur accélération de M est définie par l’angle 
aigu Ô compté à partir du vecteur accélération jusqu au vecteur unité 
n de la normale. On a du ne rectangle de la figure 8.5 

tgô—e — $, (8.16) 


Un 2 


Le signe de tg 6 est celui de l’accélération angulaire e. Si le solide 
tourne avec une vitesse angulaire constante, on a € = 0, donc aussi 
w, = 0 ct 6 = 0. On a par conséquent æw — Ra’n, ce qui veut dire 
que le vecteur accélération est dirigé suivant la normale pendant 
toute la durée du mouvement de rotation à vi- 
tesse. angulaire constante. 


2.9. Vecteur vitesse et vecteur accélération 
d’un point du solide en rotation. Relations vec- 
torielles. Les expressions des vecteurs vitesse 
et accélération d’un point quelconque 4 du soli- 
de animé de rotation autour d'un axe fixe peu- 
vent être déduites autrement. Assimilons la vi- 
tesse angulaire du solide à un vecteur w ayant pour 
module la valeur absolue de la vitesse angulai- 
re (c’est-à-dire | d/dt |), dirigé suivant l’axe de 
rotation et orienté d’ après la règle de la vis à 

Fig. 8.4 droite. Par exemple, si le solide tourne dans le 

sens positif (c'est-à-dire de Ox vers Oy}), le vec- 

teur &@ est orienté dans le sens positif de l’axe de rotation (de 

l'axe Oz, sur la figure 8.4). Etant donné que l’origine du vecteur œ@ 

peut être choisie sur l’axe de rotation de façon arbitraire, le vecteur 
w ainsi construit est un vecteur glissant. 

Dans le même ordre d'idées, l’accélération angulaire du solide 
sera considérée comme un vecteur glissant £ porté par l’axe de rota- 
tion. Si k est le vecteur unité de l’axe de rotation, on a 
dp do 


@ — ok= ER, E—ek 


Puisque le vecteur unité # est constant tant en valeur qu'en 
direction, on a l'égalité vectorielle 


= 20 
dt ‘ 

Portons le vecteur & à l'origine des coordonnées © (fig: 8.4) et 
construisons le rayon vecteur r — OM du point M. Désignons par 
O, le point en lequel l’axe de rotation Oz vient percer le plan passant 
par M et perpendiculaire à Oz: on a O,M — R. Soit v le vecteur 
vitesse du point M. Considérons le produit vectoriel 1@, rl. C'est 
un vecteur perpendiculaire au plan O,O0M et orienté d'après la règle 
de la vis à droite, ce qui veut dire qu’il coïncide en direction avec 


ac 


$ 2] ROTATION DU SOLIDE AUTOUR D'UN AXE FIXE 475: 


lé. vecteur v. Le module de ce produit vectoriel est égal à 
| © | r sin y — | © | À, donc au module de v. Nous venons de dé- 
montrer l'égalité vectorielle 


vo = l®, rl (8.17} 


qui se traduit de façon suivante: 

Le vecteur vitesse d’un point quelconque du solide animé de rota- 
tion autour d’un axe fixe est équipollent au produit vectoriel du vecteur 
vitesse angulaire du solide par le rayon vecteur du point en question, 
l’origine du rayon vecteur étant située en un point quelconque de l’axe: 
de rotation. Cette dernière remarque signifie qu'on pourrait prendre: 
comme rayon vecteur de A7 le vecteur O,M — R, ce qui permettrait. 
de présenter la formule (8.17) sous Îa forme 


vu — [o, RI. 


2Pour établir l'expression du vecteur accélération æ du point A, 
on doit dériver (8.17) par rapport à t d'après la règle de dérivation. 
d’un produit vectoriel (voir Introduction à la cinématique, n° 4, 


formule (3)): un . | a 
we |. r|+[o. + |. 


Puisque 
do dr 
FORT né 
cette dernière formule devient 
w = [e, r] + fo, v!|. {8.18} 


On montre (voir ch. IX, n° 2.3) que les deux termes vectoriels: 
dela somme de la formule (8.18) sont égaux respectivement au pre- 
mier et au deuxième termes de la somme de la formule (8.14). La 
formule (8.18) définit donc, au même titre que la formule (8.14), 
la décomposition du vecteur accélération d’un point du solide tour- 
nant en composantes tangentielle et normale. Puisque la formule 
(8.14) est plus claire, nous nous en servirons par la suite. 

On notera que les seconds membres de (8.17) et (8.18) ne changent. 
pas lorsqu'on transfère les vecteurs @ et £ suivant leur direction. 
I] s'ensuit que & et # sont des vecteurs glissants. 

Examinons en conclusion quelques exemples. 


Exemple 8.1. Une rouc de rayon À, animée de rotation uniformément 
retardéc autour d’un axe fixe perpendiculaire au plan de la roue, s'arrête après: 
avoir fait V tours. La vitesse angulaire initiale est &, > 0. Déterminer l’accé- 
ue angulaire de la roue et l'accélération d’un point situé sur la jante de 
“celle-ci. 

Solution. Admettons que la rotation se fait dans le sens positif et po- 
s0ns Po — 0. À l'instant de l'arrêt (t— T}, l’angle de rotation de la roue @ ser 
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égal à 21N. Des formules (8.8) et (8.9) 
0=o+eT, 2aN = 07 ++ 7? 


De la première équation 


Portons cette expression dans la seconde équation. Il vient 


2 2 2 
D & @ 
DEN 00 06 = 00 
ë da 2e 2e ? 
d'où 
2 
. #0. 
NN * 


Conformément à la formule {8.12}, la projection du vecteur accélération d'un 
point de la jante de la roue sur la tangente 


Rë 
aaN 


reste constante et négative pendant toute la durée du mouvement. Puisque 
wr << 0, cela revient à dire que le vecteur accélération tangentielle est orienté 
dans le sens inverse du mouvement. 

La vitesse angulaire © de la roue à l’instant t S T sera déterminée par la 
formule (8.8): 


w,.= Re = 


&g 
4anN L. 


La projection du vecteur accélération sur la normale se calculera d’après 
la formule (8.3): 


2 ®$ è 
wn=Ro=R (oo :) (ET). 


Nous voyons que dans notre exemple le module du vecteur accélération normale 
varie dans le temps tout en restant proportionnel au carré de la vitesse angulaire. 
Le vecteur accélération d'un point de la jante de la roue sera déterminé par la 
formule (8.14): | 


Ro o?  \2 
ZnN T+À ( Op — ZaN * | nr ET). 


W—=wiT+wnn— — 
Le module du vecteur accélération du point est égal à 
————— _ (OF 4 
_ 2 Z — et = 07 
w= Vwi+w} RV mort (0 ZAN t) ({<T}. 


Sa”direction sera définie par la formule (8.15): 


Le signe négatif signifie que l’angle aigu ô compté à partir du vecteur accélé- 
ration vers le vecteur unité de la normale principale est négatif. Cela revient 
à dire que le vecteur accélération du point de la jante est porté sous l'angle & 
par rapport à la normale dans le sens horaire. 

Exemple 8.2. Un corps de poids P attaché au fil enroulé sur une roue 
de rayon À descend de façon uniformément accélérée, sans vitesse initiale, met- 
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tant la roue en rotation (fig. 8.5). Pendant les #, premières secondes le corps est 
descendu de À mètres. On demande la vitesse angulaire et l’accélération angulaire 
ee roue, ainsi que la vitesse et l’accélération des points de la jante de la roue 
à l'instant #2. 

Solution. Désignons par a l'accélération prise par le corps P. On a alors 
en vertu de (7.30) 


| k 
h=— ali, ou a m/s?, 


Il est évident que l’accélération tangentielle des points situés sur la jante est 


Fig. 8.5 Fig. 8.6 
égale en module à l'accélération a: on a donc 
2h 
Sn ET à m/s, 
L'accélération angulaire de la roue sera donc 
2h ” 
EURE rad/s . 
D’après la formule (8.8) on a pour &@ = 0 
2ht 
O (to) =Ete RE rad/s. 
Le module du vecteur accélération normale des points de la jante est égal à 
4h32 
Rt4 


L'accélération totale des points situés sur la jante de la roue est déterminée 
à l’aide des formules (8.15)’et (8.16): 


_ 2h \2  f[2hkt, \4 9h V 4h?t4 : 
POS V (+) 1) (Rx) a V pme m/s, 
2h [RE \2  R& 
tBô= (re) RE" 
Exemple 8.3. L’anneau M enfilé sur un cercle fixe en fil de fer de 
rayon À et de centre en”’O,'’est guidé par une tige OA animée de rotation uniforme 


12—01146 


wn (te) = Ro (t,)— m/s?. 
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autour d’un axe fixe qui passe par un point © du cercle et est perpendiculaire au 
plan du cercle (fig. 8.6). La vitesse angulaire de la tige OA est ©. Déterminer 
la vitesse et l'accélération de l'anneau mobile 4. 

Solution. Pendant que la tige tourne d’un angle q = œt, l'anneau 


mobile décrit un arc MM — Ra. D'après Les rapports géométriques connus, 
a = 2, donc 


De la formule (7.10) 
as 
ur —2Ro, 


d'où l’on déduit d’après (7.25) et (7.26)'que 


dv v2 
Wi=———=0, w=Wn————4Ro?. 


R 


Exemple 8.4 La manivelle OA Fig. 8.7 
du treuil est tournée de façon unifor- 
mément accélérée avec une accélération &, = x rad/s°. Les nombres de dents des 
engrenages du treuil sont z; — 8, 23 — 32, z4 — 12, Lg — 36, et le diamètre du 
tambour D, = 400 mm. Déterminer la vitesse et l'accélération du fardeau, 
ainsi que la bauteur à laquelle on le fait monter au bout de 1/2 minute après 
le commencement du mouvement (fig. 8.7). | 
Solution. La vitesse du point A commun aux engrenages I et II esi 
de module 


Un —= Rio! — RO. 


On a donc à chaque instant : 


: R; à Z] à 
D — re 
R; Z9 

On a de même 
Z 
O4 = —- We, 
34 


Puisque ©; — &, (car les engrenages ZII et II sont emmanchés sur; un mitsue 
arbre), on a 


Zaz 
= 331 des 
2432 


Dérivant la dernière identité, on obtient 


do Z3Z21 dO z 
LE Ge en Lou €, — 
l Za% di 2429 
Substituons les valeurs numériques: 


128 4 
nr == ——_——— = 2 
Ea = 36.39 T 15" rad/s : 


C5 


Pour t — 30 s, la vitesse angulaire et l’angle de rotation de l’engrenage [V 
et du tambour V se définissent par les formules (8.8) et (8.9): 


5 (80)=e5-30— À x rad/s, qe (80) = + 65.808 À. x rad. 
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Multipliant l’angle de rotation du tambour par son rayon R,, on obtient la 
hauteur de montée duifardeau: 


k (30) = RyPe (80)=0,2. À 1=—23,6 m. 


Puisqu’on a à chaque instant t 
h () = Rss (t) 


et que le fardeau monte suivant la verticale, sa vitesse et son accélération sont 
respectivement 


__ dh AP _s dv (£) d®s = 
(t)— di R; Gi — Ro (t),  &@(t) Dir Do — À;e; 
Substituons les valeurs numériques : 
v (80) 0,2. + n=1,57 m/s, w(30)—0,2-—7—0,0524 m/s. 
Exercices 


Exerc ice 8.1. Une roue de rayon r — 2 m tourne autour d’un axe hori- 
zontal fixe © de telle façon que le vecteur vitesse d’un point À de sa jante con- 
serve un module constant v, — 3,6 m/s. Un triangle de barres ABC (fig. 8.8} 


- 
——, np LS 


Fig. 8.8 Fig. 8.9 


articulé en son sommet À sur la jante de La roue effectue un mouvement dans 
lequel la base BC du triangle reste horizontale. Déterminer la trajectoire, 
la vitesse et l'accélération du sommet C du triangle ABC. 

Indication. Le triangle 4 BC effectue par hypothèse un mouvement de 
translation: on a donc 0, = V4, We = w,. 

Réponse. La trajectoire de C est une circonférence de rayon r dont le 
centre se trouve sur la perpendiculaire à ve élevée en C'; ve = 3,6 m/s, w, — 


= Wn — à 7, — 6,48 m/s2. 
r 


Exercice 8.2. Un moteur électrique, après sa mise hors circuit, a fait 
675 tours et s'est arrêté au bout de 30 secondes. Supposant le mouvement uni- 
formément retardé, déterminer la vitesse angulaire initiale et la loi de la rota- 
tion du moteur électrique. 


Réponse. © = 90 x rad/s, p — at (60 — à) rad. 


12* 
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Exercice 8.3. Compte tenu de la rotation seule de la Terre et de son 
rayon À — 6370 km, déterminer la vitesse et l'accélération de deux points fixes 
pe dE a à la Terre: M, situé à l'équateur et M, situé à une latitude de 60° 
(fig. 8.9). 

Réponse. vw, — 464 m/s, w, = w,, = 0,0337 m/s°; v, — 232 m/s, w, = 
= wn —= 0,0169 m/s2. 

Exercice 8.4. On considère le mécanisme d’un cric. Les engrenages 2 
et z, sont solidaires de l'arbre 717, et les pores za et z, sont solidaires de 
l'arbre ZI7 (fig. 8.10}. Le mouvement de l’arbre d'entraînement J est transmis 
par les engrenages z,, z, à l'arbre Z{, puis par les engrenages z4, z à l'arbre J1J 


Fig. 8.10 Fig. 8.11 


et enfin par l’engrenage z, à la crémaillère A. Les nombres de dents des engre- 
pages sont z1 = 8, Za — 32, 23 — 16, z, — 24; le rayon de l'engrenage z; est 
rs = D CI. 

* On demande la vitesse et l’accélération de la crémaillère 4 au bout de 
3 secondes après la mise en rotation uniformément accélérée de l'arbre d'entrai- 
nement 7, à partir de l'état de repos, avec une accélération angulaire 8; — 
= 6x rad/s. 

Réponse. va — 0,471 m/s, w4 — 0,157 m/s. 

Exercice 8.5, L'arbre de la roue de friction menante 7 tourne avec 
une vitesse angulaire constante qui correspond à n = 360 tr/mn (fig. 8.11). En 
même temps l'arbre J se déplace suivant son axe de droite à gauche, de telle façon 
que le point de contact M des roues de friction Z et ZZ effectue un mouvement de 
translation défini par la loi s — 16 — 25 cm, où le temps t est mesuré en secondes 
et l'espace parcouru s est compté à partir de l'axe de la roue II. On 
demande de déterminer la vitesse angulaire et l’accélération angulaire de la 
roue menée 71 à l'instant t = 5 ssi le rayon de la roue menante est r; — 8 cm. 

Réponse. oœzr (5) — 50,2 rad/s, eyr (5) = 16,7 rad/s?, 


CHAPITRE IX 


CAS GÉNÉRAL DE MOUVEMENT DU SOLIDE LIBRE. 
MOUVEMENT DU SOLIDE AYANT UN POINT FIXE 


$ 1. Cas général de mouvement du solide libre 


1.1. Notion de mouvement instantané. L’état cinématique d’un 
corps matériel se définit à chaque instant par la position de ses points 
dans l’espace et par leurs vitesses à l'instant considéré. Nous nous 
représentons le mouvement du corps comme une transition continue 
et successive d’un état cinématique à un autre. Tout en définissant 
les positions des points du corps mobile, on se pose la question de la 
distribution des vitesses des points du corps à l'instant donné. 

Nous avons étudié dans le chapitre précédent deux types très 
simples de mouvement du solide, à savoir : le mouvement de transla- 
tion et le mouvement de rotation. Maintenant nous abordons la loi 
de distribution des vitesses des points du solide à l'instant donné 
(vitesses instantanées) dans le cas général de mouvement du solide 
libre (non gêné). 

Par mouvement instantané du solide, nous entendons seulement la 
distribution des vitesses des points du solide mobile à l'instant donné. 
Par exemple, la translation instantanée est un cas de distribution des 
vitesses où les vecteurs vitesse de tous les points du solide sont 
équipollents entre eux à l'instant considéré. En ce qui concerne les 
trajectoires et les accélérations des points, elles peuvent être quel- 
conques. 

Supposons que la distribution des vitesses des points du solide 
soit conforme à la formule (8.17), c’est-à-dire que la vitesse v,, d'un 
point quelconque M du solide soit égale, à l'instant considéré, à 


Um — Lo, OM], 


où © est un point du solide et © un vecteur d'origine O. Nous som- 
mes alors en présence d’une rotation instantanée du solide autour 
d'un axe instantané de rotation (passant par © et défini par la direc- 
tion du vecteur w) caractérisée par un vecteur vitesse angulaire ins- 
tantanée égal à w. Quant aux trajectoires suivies par les points et 
aux accélérations de ces points, elles peuvent être quelconques, com- 
me nous venons de le signaler. 
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_—. — -.= 


1.2. Théorème d’Euler. Tout mouvement instantané du solide peut 
être ramené à une translation instantanée, de vitesse égale à'celle d’un 
point arbitraire du solide, et une rotation instantanée autour d'un axe 
instantané de rotation passant par ce point. 

Démonstration. Choisissons dans l’espace un système 
de coordonnées fixe Oxyz. Le mouvement du solide se définit complè- 
tement par celui de ses trois points quelconques non alignés. Asso- 
cions donc invariablement au soli- 
de considéré un trièdre O'x'y'z 
dont la position définira celle du 
solide par rapport au système de 
coordonnées fixe Ozxyz. Désignons 
par #, j, k; à, J', k’ les vecteurs 


_$ unités respectifs des axes Ox, Oy, 
Oz; O'zx', O'y', O'z'. Considérons 
la figure 9.1. Pour le point MW 
£ nous avons 
F 
f r=rot+r', (9.1) 
CA 
Fig. 9.1 oùr = OM, ro: = 00" et r° — 


Fr — 

O'M. Soient x, Y, Z Et To’, Yor: Zor 
les coordonnées des points À et O° par rapport au système fixe. 
Nous pouvons alors décomposer r et ro comme suit: 


r=tityj+zk, ros— Ztori+ Yor] + 200k. 


Désignons par x”, y’, z° les coordonnées de M par rapport au 
1,1, 


système O'x'y'z"; il vient 
r'=xi ty} +z'k. (9.2) 


Le vecteur vitesse du point A7 se définira, compte tenu de l'identité 
(9.1), par 


dr _ dror dr! dr’ 
on ue ou bg (9.5) 


Le dernier terme de (9.3) peut être déterminé par dérivation (le 
(9.2) : 


dr pi dj dk 
PTS DT er (9.4) 


Remarquons que les coordonnées x’, y”, z” du point M ne varient 
pas dans le temps, car le système de coordonnées O'x'y’z" est inva- 
riablement lié au solide. Dans chaque terme du second membre de 
(9.2), on ne dérive donc que le facteur en seconde position. 
Expliquons la signification mécanique de la formule (9.4). Multi- 


plions scalairement ses deux membres par les vecteurs unités £”, 
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j, k'. Il vient 

Ce der (Se sr (SE 4e (En), 
ee (er (ee (er) 5 


Ge jee (he a) (He) (He) 


» 


Les carrés scalaires des vecteurs unités sont égaux à 1, et les produits 
scalaires de deux vecteurs unités différents s’annulent, car ces vec- 
teurs sont perpendiculaires deux à deux. On a donc 

7 4 LA e f / e ec? . 

tel = h 1, j',k)={(k,i)={(i, j}) = 0. 
Dérivons les dernières identités conformément aux formules (2) 


qu’on trouve dans le n° 5 de l’Introduction à la cinématique et divi- 
sons par 2 les trois premières égalités: 


on Nue di  fue dk 
GS) (7 = (re S)=0, 


a of MN (dE fu (9.6) 
5, +7, S)=(S, v)+(e, ©) 


Introduisons les notations 
di, SN dk \ di 4 
a k')=p, at ? = dt ? j')=r 
et mettons les trois dernières égalités (9.6) sous la forme 


Ge) (Se jen (6 4) 


Alors, compte tenu de (9.6), les égalités (9.5) s’écriront 
dr . , Re. dr‘ ./ _ U ! 
Cs i)se nv (os ere pr 
dr‘ ? ’ / 
(S; k') = py — qX'e (9.7) 
Introduisons le vecteur glissant © 


© = pi + gjÿ +rkt (9.8) 
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dont le support passe par 0”. Les égalités (9.7) se réduisent alors à une 
égalité vectorielle unique (voir ch. I, n° {.2, formule (1.16)) 


L’ J' k' ‘ 
dr” _— sa 
7 = ([@, r]=p gr |— 
x’ y' 4 


—(g2 Ty) +(ra —pz')j +(py'—ga)k’. (9.9) 


En effet, multiplions scalairement cette dernière égalité par les 
vecteurs unités &’, j’, k': nous retrouvons les égalités (9.7) respecti- 
vement. Portant (9.9) dans (9.3), nous obtenons la formule du vecteur 
vitesse vy d'un point quelconque M du solide: 


vy= vo +le, r’] (9.10) 


Soulignons que les vecteurs v, et @ sont indépendants du choix 
du point M ; en ce qui concerne le vecteur r”, c’est le rayon vecteur 

du point choisi par rapport au 
2 point O’: 


r' _ O'M == x'L! + 72 + z'k". 


En se rappelant la formule (8.17), 
on peut remarquer que le deuxième 
terme de la somme dans (9.10) est la vi- 

Fig. 9.2 tesse qu'aurait le point M si le solide 

| tournait autour d’un axe fixe passant 

par 0’ avec une vitesse angulaire de vecteur @. Ainsi donc, :tout 
mouvement du solide se laisse décomposer en: 

4° un mouvement dans lequel tous les points du solide présentent 
la même vitesse vo. à l'instant donné (c’est une translation instan- 
tanée) ; 

2 un mouvement qui représente une rotation instantanée autour 
d'un axe passant par O0”, caractérisée par une vitesse angulaire ©. 

À l'instant suivant, tous les vecteurs figurant dans le second 
membre de (9.10) seront différents (dans le cas général). Il ressort 
de la démonstration développée que le solide n'effectue aucun autre 
mouvement instantané. Le théorème d’Euler est démontré. 


1.3. Le vecteur vitesse angulaire du solide est indépendant du 
choix du pôle. Montrons que le vecteur vitesse angulaire instantanée 
o du solide ne dépend pas du choix du pôle O0’. Donnons-nous un au- 
tre point quelconque 0" et supposons que le solide effectue une rota- 
tion instantanée autour d’un axe instantané passant par 0” (fig. 9.2) 
avec une vitesse angulaire Q. Prenant O0” comme pôle, nous obtenons 
par analogie à (9.10) 


Om = vor +[Q, rl (9.11) 
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Identifions les formules (9.10) et (9.11): 
vor + [@, r’]— vor +[Q, 71. 


Le vecteur vitesse de O0” s'obtient d’après la formule (9.10) dans 
laquelle on a r° — 00”: 


Vor = vo’ +{®@, 0°0"]. 
Portons cette expression dans la formule précédente. Il vient 
{w, r’] = lo, 0'0"T + {Q, r°], 
Lo, r° — 00" = IQ, r°1. 
Or, on a sur la figure 9.2 r’ — 0'0”" = r"; donc, {@, r°1 = 1Q, r°'È 


ou définitivement 
Lo — Q, r°] = (0. 


Puisque cette égalité est vérifiée pour tout point M, donc pour toute 
valeur du vecteur 7”, le vecteur © — Q doit s’annuler, d’où 


d'où 


o = Q, 
ce qu'il fallait démontrer. 
La formule de l'accélération des points du solide libre dans le- 
cas général sera déduite en fin du no 2.3. 


$ 2. Mouvement du solide fixé en un point 


2.1. Axe instantané de rotation et vitesse angulaire instantanée. 
Considérons le mouvement d’un solide qui présente un point fixe 
autour duquel il peut tourner de façon quelconque. À titre d’exem-- 
ple, on peut choisir un solide dont l’uni- 
que liaison est une articulation sphéri- 
que, ou bien une toupie dont la pointe 
reste fixe pendant le mouvement. Un tel 
mouvement est appelé sphérique. 

Plaçons l’origine du système de co- 
ordonnées fire Oxyz au point fixe © du 
solide. Considérons un deuxième systè- 
me de coordonnées: ce sera un repère mo- 
bile Ox'y'z' dont l’origine est encore le 
point fixe © et les axes sont invariable- 
ment liés au solide (fig. 9.3). Fig. 9.3 

Pour le mouvement du type considé- 
ré, le théorème d'Euler s’énonce de la façon suivante: 

_ Tout mouvement instantané du solide à un point fixe se réduit à une 
rotation instantanée autour d’un axe instantané de rotation qui passe 
par le point fixe. 
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— me 


I] ressort de la formule (9.10) que le vecteur vitesse d’un point 

quelconque M du solide à un point fixe est égal à 

Um = 1©@, rl, (9.12) 
où r = OM et ow est le vecteur vitesse angulaire instantanée du «solide 
{voir fig. 9.3). 

À la différence du cas de rotation du solide autour d’un axe fixe 
{ch. VIII, $ 2), le vecteur @ a non seulement son module variable 
avec le temps mais aussi sa direction : cette dernière passe cependant 
toujours par le point ©. 

Remarquons que le module du deuxième facteur dans (9.12), 
soit r — OM, reste constant, car la distance entre deux points du 
«<orps solide est invariable. On à par définition (voir (7.9)) v — dr/dt; 
aussi la formule (9.12) se laisse-t-elle récrire comme suit : 


dr c 
x = {0 r]. (1.13) 


2.2. Vitesse des points du solide ayant un point fixe. Formules 
’Euler *). Désignons par ©,, &,, ©, les projections du vecteur 
vitesse angulaire instantanée © sur les axes de coordonnées fixes 


‘Ox, Oy, Oz, et par x, y, z les coordonnées du point M dans le même 
Système. Il vient 


Oo = Oxi + ©ÿj + ©.k, r = &i + yj + 2k, 


Où &, 7, k sont les vecteurs unités des axes Ox, Oy, Oz. La formule 
(9.12) se laisse développer comme suit: 


LE 7j 
‘Um —= Ox Oy Oz|— (0,2 — @,y) i + (0,7 — @x2) j T (Oxy — ©,t) k. 
TL y Z 


Les projections du vecteur vitesse de M sur les axes fixes s’écriront 
“donc 


Vx = Oy2 — Oÿ, Uy = OX — OZ, Vs = OY — OyEe (9.14) 


Les seconds membres de (9.14) sont fonctions non seulement de 
Ox, @y, ©, mais aussi des Coordonnées x, y, z de M qui varient 
dans le temps. 

Pour contourner cette difficulté, projetons l'égalité vectorielle 
(9.12) sur les axes du repère Ox'y’z' invariablement lié au solide. 


dits axes mobiles (fig. 9.3). Soient p, q, r les projections du vecteur 


*) L. Euler a établi ses formules connues (9.15) dans son mémoire 
Découverte d'un nouveau principe de mécanique (Mémoires de l’Académie de Ber- 
lin, 1750, t. VI, pp. 185 à 217). Les cours de mécanique modernes mentionnent 
rarement la démonstration utilisée par Euler, qui est fondée sur la notion d’in- 
variant intégral. Par contre, la notion de trièdre mobile associé au solide avancée 
par Euler a une importance capitale. 
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vitesse angulaire instantanée sur les axes mobiles Ox', Oy', Oz’ 
et x’, y’, z' les coordonnées du point M par rapport aux mêmes 


axes. La formule (9.12) se laisse alors développer comme suit : 
L' j' k£' 
0w=|p q r|=(gs—ry}i+(rz —ps)j +{(py—gzr')k, 
x’ y’ z' 
où &’, j', k’ sont les vecteurs unités des axes Ox’, Oy', Oz’. Les 
projections vs, v,, v,r du vecteur vitesse du point Â7 sur les axes 
mobiles s’écriront donc 


Ces "4 Le. 4 


Ver = gz' Try", Uy=rt —pz, v,: —=py —qx. (9.15) 


Dans les seconds membres des formules (9.15) seules les quantités 


P;, 9, r sont fonctions du temps dans le cas général, tandis que les 
coordonnées x’, y’, z’ de M ne varient pas, car le système de coor- 
données Ozx'y'z' est invariablement lié au solide. Les formules (9.14) 
et (9.15) ont été établies par Euler. 

Le module de la vitesse d’un point quelconque du solide peut 
être calculé à partir de ses projections connues, d’après les formules 


a a 
v=Vuituitu, v= Vu vi +vi. 


D'autre part, puisque la vitesse de chaque point est assimilée à une 
vitesse de rotation autour d’un axe instantané, le module de la vites- 
se peut être calculé d’après la formule (8.11): 


Um = R|o@l. (9.16) 


Ici R = MO, est la longueur de la perpendiculaire abaissée de M 
sur l’axe instantané de rotation, et | © | désigne le module du vecteur 
vitesse angulaire instantanée du solide. 


2.3. Accélérations des points du solide ayant un point fixe. Déri- 
vant l'identité (9.12) par rapport au temps et utilisant la formule (3) 
établie dans le n°5 de l’Introduction à la cinématique, nous ob- 
tiendrons le vecteur accélération d'un point arbitraire du fsolide: 


du do ° dr 
MERE TT =| dt ? r]+{o, |. 
Or, on a ici (voir (9.13)) 


ar 


a le, rl}, 


si bien que 


0 — 


PTE r [+ 1e, [©, r] |. 
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Développons le deuxième terme de la somme d’après la formule du 
double produit vectoriel (ch. I, formule (1.20)): 
00 _ 2 

W= | .r|+(e. r) © — or. 
Introduisons le vecteur unité w° de l’axe instantané de rotation, qui 
est de même sens que @, et mettons le vecteur vitesse angulaire 
instantanée œ sous la forme 

© — | © | of. 

Il vient alors 


uw — EE r | + &2{(o?, r)@t—r}. 


Or, (@f, r) est la projection du rayon vecteur r du point M sur l'axe 
instantané de rotation, et (w°, r}) @® est la composante orthogonale 


Fig. 9.4 Fig. 9.5 


r, du rayon vecteur r dans la direction de & (fig. 9.4). La différence 
des vecteurs figurant entre accolades est égale au vecteur .—R: 


ro —r = —R, 


où le vecteur —R — MO, est représenté sur la figure 9.4. Le vecteur 
accélération du point s’écrira donc 


1 — Eee r | _ &2R. (4,17) 


Expliquons la signification mécanique des deux vecteurs com- 
posants. Le vecteur do/dt est appelé vecteur accélération angulaire 
instantanée & du solide: 

do 
Fed 
Si nous plaçons l’origine du vecteur vitesse angulaire instantanée w 
au point fixe O, son extrémité suivra une courbe appelée hodographe 
de la vitesse”angulaire. La dérivée de © par rapport au temps est 
dirigée suivant la tangente à l’hodographe et orientée dans le sens 
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de mouvement de l’extrémité de ©. Plaçons l’origine de cette dérivée, 
c'est-à-dire du vecteur accélération angulaire £&, en © et construisons 


au point M le vecteur [e, rl (fig. 9.5). Le vecteur [T : r | — {e,r| 


est appelé composante rotative de l'accélération, et le vecteur —°?R, 
composante axipète de l'accélération, par analogie à la composante 
centripète Rw?r dans la formule (8.14). Nous voyons sur laffigure 9.5 
le vecteur accélération du point M du solide mobile autour de son 
point fixe ©. 


2.4. Accélérations des points d’un solide libre. Le présent n° 
est un complément au $ 1 qui a trait à l'accélération d’un point du 
solide libre dans le cas général du mouvement. Pour déterminer 
cette accélération, il suffit de dériver par rapport au temps la for- 
mule (9.10) du vecteur vitesse v,, d'un point quelconque M du 
solide : 


__ dom __ do ES : | dr' 
AM E-THRNE d dt ,r]+{e dt J: 


Le premier vecteur de la somme dans le second membre est l’accélé- 
ration &,- du pôle O0”. Transformons les deux autres vecteurs comme 
nous l’avons fait en déduisant la formule (9.17). Il vient 


Um = Wor +[e, r']—o2R’. (9.18) 
Ici # est le vecteur accélération angulaire instantanée du solide, 
do 
Éd? 


r’ = O'M (voir fig. 9.1), et le vecteur R’ correspond à la perpendicu- 
leire abaissée du point 1 sur l’axe instantané de rotation, c’est-à- 
dire sur la direction du vecteur vitesse angulaire instantanée d’ori- 
gine en O”. 

Le lecteur trouvera des exemples correspondants dans le chapi- 
tre XII, n° 1.2 (exemples 12.1 et 12.2). 


Exercices 


Exercice 9.1. Montrer que les projections des vecteurs vitesse des 
extrémités d’un segment de droite À B de longueur constante sur Le support de AB 
restent égales entre elles, quel que soit le mouvement imprimé à AB. 

Indication. Faire intervenir La formule (9.10) en prenant le point À 
comme pôle, et montrer que la projection du second terme sur r’ — AB s’annule. 

Exercice 9.2. Deux roues sous forme de disques minces de rayon À 
sont emmanchées sur un essieu horizontal AB (4B = 4R) (fig. 9.6, a). Un axe 
vertical fixe Oz passe par le milieu O, de AB; l'essieu 4B tourne autour de Oz 
avec une vitesse angulaire constante Q@. Les roues se trouvent en contact avec 
le plan horizontal sur lequel elles roulent sans glisser. On demande la vitesse v 
d’un point 4 situé en périphérie de l’une des roues. 
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Indication. Introduisons un système de coordonnées mobile O,zx'y'z 
(£ig. 9.6, b). Le vecteur vitesse angulaire @ — —2Qj + Ok (fig. 9.6,c), en 


sorte que p — 0, g = —2{, Te (voir n° 2.2). Soit p l'angle définissant le 


c) 


Fig. 9.6 


point M (voir fig. 9.6, b); les coordonnées de M seront alors x’ = R sin LA 
— 2R,z— R cos y. Les projections du vecteur vitesse © seront déterminées 
à l’aide des formules (9.15). 


Réponse. v— Ro ÿ5 sin? q + 4 (4 + cos p}°. 


CHAPITRE X 


MOUVEMENT PLAN DU SOLIDE 


Par mouvement plan du solide, on entend un mouvement dans 
lequel tous les points du solide se déplacent dans des plans parallèles 
à un plan fixe donné II. La distance de chaque point du solide au 
plan fixe donné reste donc invariable (fig. 10.1). 

Choisissons un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires 
Oxyz tel que le plan Ozxy soit confondu avec le plan II mentionné, ow 


Fig. 10.1 Fig. 10.2 


avec un plan Il’ parallèle à II. Faisons coïncider, à l'instant initial 
du mouvement, le plan O'x'y" (fig. 10.2) du trièdre mobile associé 
au solide avec le plan IT. Le plan mobile O‘x'y" restera confondu avec 
le plan fixe pendant toute la durée du mouvement plan. En effet, 
étant par définition parallèles au plan fixe Oxy, les trajectoires de 
tous les points du plan mobile O'x’y’ seront entièrement contenues 
dans ce plan, car les positions initiales de ces points appartiennent 
à Oxy. Par conséquent, l'axe mobile O'z' et toute autre droite MM” 
invariablement liée au solide et perpendiculaire au plan Oxy (voir 
fig. 10.2) resteront parallèles à l'axe fixe Oz pendant toute la durée du 
mouvement du type décrit. 


$ 1. Vitesse du solide en mouvement plan 


1.1. Equations du mouvement plan de la figure. Nous avons vu 
que le mouvement plan du solide est complètement défini par le mouve- 
ment d'une figure plane (ou, ce qui revient au même, d'un plan mobi- 
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de) dans son propre plan. Un tel mouvement s'appelle tout rourt 
mouvement plan de la figure. Pour définir la position d’une figure 
dans son plan, c'est-à-dire la position du système de coordonnées 
mobile O'x'y" associé à la figure par rapport au système de coordon- 
mées fixe Ozxy, il suffit de connaître les coordonnées du point 
‘O" (Zo’, Yo’) appelé pôle, et l’angle ® entre l’axe mobile O'zx’ et 
Taxe fixe Or. Cela revient à dire que les équations du mouvement plan 
æeuvent s'écrire ainsi: 


zor=f{t}, yo =£g(t)}, p=œ(t). 


La dérivée de l’angle de rotation @ par rapport au temps s'appelle 
vitesse angulaire w de la figure en mouvement plan: | 


_. 49 
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La vitesse angulaire, comme nous l’avons vu dans le ch. IX, n° 1.4, 
est indépendante du choix du pôle et des axes mobiles. Démontrons- 


J\ D p J 
4 AN “ ue 
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le Nate s 
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| U 2 Er: 
{+ — Z Tr r' cos ? 
Fig. 10.3 Fig. 10.4 


de plus spécialement pour le mouvement plan de la figure. Celle-ci 
est représentée sur la figure 10.3 sous'forme d’un rectangle, le pôle 
0” se situe en son centre, et les axes mobiles O’x’, O'y’ associés à la 
figure sont orientés suivant les axes de symétrie du rectangle ; l'angle 


PS 
de rotation q = (x'0'x). Plaçons maintenant un nouveau pôle 0” 
<en l’un des sommets du rectangle, orientons l’axe O"x” suivant la 
diagonale, et l’axe 0”y”, perpendiculairement à celle-ci. Le nouvel 


| NN 
angle de rotation est ® — (x”0'x), 
D = p+ a. 


Puisque l'angle & est constant, on obtient en dérivant cette identité 
que 


pendant toute la durée du mouvement, ce qu’il fallait démontrer. 
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Examinons deux cas particuliers importants. Si @ — 
— const, seules les coordonnées du pêle O0’ changent avec le temps, 
tandis que les axes mobiles de O'x'y" restent parallèles aux axes fixes 
de Oxy. Cela signifie que la figure plane et, par conséquent, le solide 
effectuent un mouvement de translation plan. 

Si zo. — const et yo = Const, le pôle reste fixe; seul change 
avec le temps l’angle @. Dans ce cas la figure tourne dans son plan 
autour de l’axe Oz", qui reste fixe en l'occurrence. Ainsi donc, la 
rotation du solide autour d’un axe fixe est un cas particulier du mru- 
vement plan. 

Cette constatation n’est certainement pas applicable au mouve- 


ment de translation, qui ne peut être plan que dans un cas particu- 
lier. 


1.2. Vitesses des points de la figure en mouvement plan. Dans le 
cas du mouvement plan, le théorème d'Euler (voir ch.IX, 
n° 4.2) s’énonce ainsi: 

Tout mouvement instantané de la figure plane dans son plan (mou- 
vement plan instantané) se compose d'une translation instantanée 
dans le plan de la figure et d'une rotation instantanée autour d'un axe 
qui passe par le pôle O" perpendiculairement au plan de la figure. 


Démonstration. On pourrait appliquer la démonstration 
du théorème d’Euler au cas considéré du mouvement où les axes Oz 
et O’z' restent parallèles ; il est cependant plus instructif de démon- 
trer le théorème de façon immédiate, c’est-à-dire de déduire la formule 
du vecteur vitesse d’un point A7 de la figure en mouvement plan. 
Soit O’ le pôle. Désignons par r” le vecteur O"HM. Choisissons comme 
angle de rotation œ de la figure l’angle formé par le vecteur r’ et la 
direction positive de l’axe fixe Ox et compté dans le sens antihoraire. 
De la figure 10.4, on déduit les expressions des coordonnées du 
point M: 

Tu = Lo +r' COSP, Yu —=Yo +r'sinq. 
Les projections du vecteur vitesse du point M sur les axes Ox et Oy 
s'en déduisent par dérivation: 
M = LL , , : x AJ _: e e , » | 

Ux = Ty = to —r'pSinP, Vy =Ymu = yo +r'@cosp. (10.1) 
Or, g — o est la vitesse angulaire de la figure en mouvement plan, 
et r° cos @, r’ sin œ sont les projections r,, r, du vecteur r’. Les 
formules précédentes s’écriront donc 

’ M 
y = p° — y Uy = ve" +oré, 

ou en notation vectorielle 


13—-01146 
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si bien que 
Om = Vo’ + [@, r'] (r = O0"M), (10.2 


ce qu'il fallait démontrer. 

Le vecteur v,, est équipollent à la somme du vecteur vitesse d'ur 
pôle arbitrairement choisi O0’ de la figure plane et du vecteur vitesse 
du point M de la figure en mouvement de rotation autour de l’axe Oz’ 
(perpendiculaire au plan de la figure). Connaïissant la vitesse o,. 
du pôle O’ et la vitesse angulaire © de la figure, on peut construire 
le vecteur vitesse d’un point quelconque À7 de la figure (fig. 10.5). 


Fig. 10,5 Fig. 10.6 


Puisque les vecteurs &w et r” forment entre eux un angle droit, le 
module du second terme de la somme dans la formule (10.2) est 
égal à r’ | © |. 

Soulignons que, comme nous l’avons montré dans le n° 1.1, la 
vitesse angulaire «© de la figure est indépendante du choix du pôle. 


1.3. Centre instantané des vitesses. On peut se demander si la 
figure animée d’un mouvement plan admet un point dont la vitesse 
à l'instant donné est nulle. Supposons que ce soit un point C”. Me- 
nons son rayon vecteur rç à partir du pôle 0’. Annulant le second 
membre de la formule (10.2), on obtient une équation vectorielle 
en rer: 

[o, re] = —vor. 
Cherchons d'abord le module du vecteur ro. A cet effet, identifions 
les modules des deux membres de l'équation vectorielle : 
rç' | 1) | = UOre 
Pour o6 0, on en déduit 


, Î 
rç' Tor VD'e (10.3) 
Reste à déterminer la direction de r&. Regardons la figure 10.6. 


Faisons tourner le vecteur v,. d’un angle droit autour du point O° 
dans le sens de la rotation et portons dans cette direction, à partir 
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de O’, un vecteur de module égal à (10.3): ce sera précisément le 
vecteur rç. Le vecteur vitesse du point €”, défini par la formule 
(10.2), sera donc nul: 


Ver = vo +[oe, rce]=0. 


En effet, on remarque sur la figure 10.6 que les vecteurs v,. et 
{o, re ] sont de sens opposés et de modules égaux, en vertu de la 
formule (10.3). Ainsi donc, la vitesse du point €” de la figure à 
l'instant donné est bien nulle. Ce point de la figure plane (du plan 
mobile O’x'y') porte le nom de cen- 


tre instantané des vitesses. W B 
Si nous choisissons comme pô- ë 
le à l'instant donné le point C’  A€ %#° 90° 
au lieu de ©”, la formule (10.2) 
s'écrira Ur 
vy = l®, C'M] (10.4) Ç' 
(voir fig. 10.6), car le premier ter- Fig. 10.7 


me vc’ est égal à zéro. Le point C’ 
étant mobile, soulignons que dans la formule (10.4) aux instants t 
différents correspondent des points €” différents. Cette formule laisse 
voir que n'importe quel point M de la figure en mouvement plan 
possède à l'instant donné t la même vitesse qu'il aurait en rotation 
de vitesse angulaire & autour d’un point € du plan fixe (ou plus 
exactement autour de l’axe Cz') qui serait confondu à l'instant t 
avec le point €”. C’est la raison pour laquelle le point € du plan 
fixe Oxy s'appelle centre instantané de rotation. 

Si l’on connaît la position du centre instantané des vitesses C” 
et la vitesse angulaire w de la figure à cet instant, le vecteur vitesse 
d'un point quelconque se laisse déterminer comme nous le voyons sur 
la figure 10.7. Ici on à construit les vecteurs vitesse des points À 
et B: 

va = C'Alwl et vw, 1 C'À; 
vg = C'B|lol et vg L C'B. 


Cette construction peut être considérée comme un exemple de 
détermination du centre instantané des vitesses dans le cas où les 
directions des vecteurs vitesse de deux points quelconqués de la 
figure sont connues. On voit en effet que le centre instantané des vites- 
ses C” se trouve a l’intersection des perpendiculaires élevées en chaque 
point à la direction du vecteur vitesse correspondant. Le sens de l’un 
des vecteurs vitesse suffit pour définir le sens de la rotation instanta- 
née de la figure. 

On ne peut pas construire le point C” si les perpendiculaires ne 
se coupent pas: or, dans ce cas les vecteurs vitesse ont leurs direc- 
tions parallèles. Nous montrerons un peu plus tard que la distribu- 


15% 


(10.5) 


196 MOUVEMENT PLAN DU SOLIDE {UH < 


tion instantanée des vitesses est dans ce cas la même qu'en mauve- 
ment de translation. On a à l'instant considéré w — 0 et le centre 
instantané des vitesses s'éloigne à l'infini, ce qui peut être inter- 
prété comme un cas limite de la formule (10. 3). 

Il ressort des _— (10.5) que 


U 
ou 
U À _—_ C'A 
vr  C'B° (10.6) 


ce qui veut dire que les modules des vecteurs vitesse des points de la 
figure en mouvement plan sont proportionnels aux distances des points 
au centre instantané des vitesses. 

Dans la construction décrite, les perpendiculaires peuvent se 
confondre, auquel cas la position du point C” devient indéterminée 


À U; 
— EN 
! Ç gn° 7 
" 4 Ve] | ; 7 U, 
ls 20? 
| Ke 14 
90°" 
À de 
U; 
a) b) 
Fig. 10.8 Fig. 10.9 


(fig. 10.8). On cherche alors le centre instantané des vitesses €” à 
l'intersection du segment joignant les extrémités des vecleurs v,, 03 
avec la perpendiculaire commune À B ou avec son RE are En 


effet, on a dans les deux cas de la figure 10.8, à, b, par similitude 
des triangles, la proportion 

LR 

VB un C'B 


En dehors des cas montrés sur la figure 10.8, les vecteurs vitesse 
de deux points de la figure en mouvement plan ne peuvent pas être 
de modules et de directions quelconques. Il existe entre ces vecteurs 
une dépendance définie par le 


Théorème. Les vecteurs vitesse de deux points de la figure ont 
leurs projections égales sur la droite joignant ces points. 


Démonstration. On a construit sur la figure 10.9 les 
vecteurs &, et v,. Choisissons le point À comme pôle; la formule 
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(10.2) s'écrit alors 
Up —= V4 + Lo, AB]. 


Pour avoir les projections indiquées, multiplions scalairement les 
deux membres de cette égalité vectorielle par le vecteur unité e 
de support AB: 


(DB; e) + U7T e) au (Lo, AB, €). 


Or, {w, AB] est un vecteur perpendiculaire à AB, si bien que son 
produit scalaire par le vecteur e porté par AB est nul. De la dernière 
égalité scalaire on tire donc 


PrTOÏ 480 — ProjApUA; (10.7) 


et le théorème est démontré *). | 

Le théorème découle d’ailleurs immédiatement de la figure 10.9. 
Les projections sur la droite AB du vecteur v, et du vecteur v4 
porté en B sont égales, car les cxtrémités de ces vecteurs sont portées 
par une même perpendiculaire à AB. 

Supposons à présent que &A  v,. Si l’on a en outre &4 LL AB 
(auquel cas on a aussi vx | AB), les valeurs de v,, v, peuvent être 
quelconques (fig. 10.8, a, b). Cela ne contredit pas le théorème, vu 
que les projections de &, et vw, sur AB s’annulent. 

Or, si deux vecteurs parallèles v,, v , nesont pas perpendiculaires 
à AB, il doit y avoir v, — v, en vertu du théorème que l’on vient 
de démontrer. Pour s’en persuader, il suffit de construire les vecteurs 
U4, UR et leurs projections sur AB. Il est à noter que l'égalité v, — 
— vd, Signifie que la distribution instantanée des vitesses des points 
de la figure plane est la même que dans son mouvement de transla- 
tion. ' 

Considérons deux exemples de détermination des vitesses des 
points de la figure en mouvement plan. 


| Exemple 10.1. Déterminer les vitesses des points À, B, D, E d’une 
roue de wagon qui roule sans glisser sur le rail. Les rayons extérieur et intérieur 
de la roue sont R et r, la vitesse de son centre 0’ est v6, (fig. 10.10). L 

Solution. Puisque la roue roule sans glisser, la vitesse instantanée 
du point de contact €’ avec le rail est nulle: par conséquent, C’-est le centre 
instantané des vitesses de la roue. Adoptons le point €’ comme pôle ; le module 
vo, du vecteur vitesse de ©’ s'écrira 


vo =r|o ff. 


La vitesse angulaire © de la roue {qui est indépendante, rappelons-le, du choix 
du pôle) sera alors | 


Lol 
ue. 


*} Dans la démonstration de ce théorème, nous n'avons pas invoqué la 
condition & L AB, ce qui fait que le théorème est applicable aussi au cas géné- 
ral du mouvement du solide. 
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Les modules des vecteurs vitesse cherchés seront donc égaux aux produits de 
} © | par la distance du point correspondant de la roue au centre instantané des 
vitesses C”: 


l'os 1 
va=CAl|@l=— V'R+riv,,. ve=CB1ol=—-{(R+r) Vos 


, { p9 : 9 : 1 
vp=C'Dl|uo es VRitrr,, ve=C'E|0 FEU) Vo. 


Les vecteurs vitesse sont perpendiculaires à C’A, C’B, C'D et C’E respective- 
ment. Le sens de chaque vecteur est celui de la rotation autour du centre instan- 
tané de rotation C’. 

Exemple 10.2. La manivelle O4 = r d'un mécanisme bielle-mani- 
velle tourne uniformément autour d’un point fixe O avec une vitesse angulaire Q 


| 
/ 
7 
\ 
ere net 
à 


Fig. 10.10 Fig. 10.11 


(fig. 10.11). Elle est articulée en À sur la bielle AB — ! qui actionne le coulis- 
seau B guidé en translation parallèlement à l’axe OB. On demande la vitesse du 
MN 
coulisseau B et la vitesse angulaire © de la bielle À B à l'instant où l'angle AOB 
est égal à . 
Solution. Nous admettons que l'angle 1 est connu: pour le déterminer, 
il suffit de reconstituer la position du mécanisme pour l'angle q donné. La déter- 
mination analytique de 4 est également possible (voir l'exemple 7.6). Le vecteur 
vitesse v, du point À de la manivelle est perpendiculaire au rayon OA, son 
module est égal à rQ. Le vecteur vitesse du point B est porté par la droite BO. 
Le centre instantané des vitesses C” de la bielle AB est situé à l’intersection des 
perpendiculaires en À et 2 aux directions des vecteurs vitesse de ces deux points. 
Les modules des vecteurs vitesse des points étant proportionnels aux dis- 
tances entre ces derniers et le centre instantané des vitesses (voir formule (10.6)), 
on à 
h C'B C'B a 
EBT'ç'TA PAT C'A Tics 


La deuxième méthode de solution utilise le théorème d'égalité des projec- 
tions des vecteurs vitesse des extrémités d’un scgment sur le support de ce seg- 
ment. Le segment étant constitué par la bielle AB, on a 


DA COS | + (p+) | — Lg COS Y, 
d’où 


, _sn@G+ÿ, _sn@+p 0 
87 cos Ÿ de cos 
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Appliquant le théorème des sinus au triangle ABC’, on montre que l'expres- 
sion de vr obtenue est identique à l'expression établie plus baut. 
La vitesse angulaire © de la bielle est déterminée par la formule (10.6): 
U r 
Pa ca 


$ 2. Accélération du solide en mouvement plan 


2.1. Accélération des points de la figure en mouvement plan. 
Pour déterminer les projections du vecteur accélération d’un point M 
de la figure sur les axes de coordonnées fixes Ox et Oy, dérivons les 
expressions (10.1) par rapport au temps: 


M se =. : L 3 
WX — Xo— Gr’ sin p— pr’ cos p, 


AI ve . » : 
y = Yo + pr! cos p — p?r’ sin p. 


Reprenant les notations adoptées dans le n° 1.2 et introduisant le 
vecteur accélération du pôle w,- et l'accélération angulaire de la 


figure plane € = © — œ, on obtient 
M_,0 
Dé = x —E"y— Gr, Wy = Wy + Er; — O7, 


ou en notation vectorielle 


lé 7j k 
bu=urituwÿj=usitus j+,0 0 el—@(r!litrij) 
rx Ty Ù 


On peut obtenir la même expression à partir de la formule (9.18) 
pour l'accélération d'un point arbitraire M dans le cas général du 
mouvement du solide. En effet, le vecteur R° dans (9.18) est égal au 
vecteur r’ — OM puisque la perpendiculaire abaïissée du point A7 
sur l’axe instantané de rotation de la figure en mouvement plan 
est MO” (voir fig. 9.5). Mettons donc la dernière expression sous la 
forme 


Um =Wwo +[Es, r']—w?r. (10.8) 


Le vecteur accélération w 1 du point M en mouvement plan est équipol- 
lent à la somme géométrique du vecteur accélération wo: d'un pôle 
arbitraire ©” de la figure plane, du vecteur accélération rotative 
uwr — Île, r'] et du vecteur accélération centripète wh — —w°r’ (figu- 
re 10.12). Ici e est le vecteur accélération angulaire instantanée de la 
ligure plane: 

do 


TS 


{voir ch. IX, n° 2.4). Or, puisque le vecteur vitesse angulaire « 
de la figure plane reste perpendiculaire au plan de cette dernière 
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pendant toute la durée du mouvement plan, le vecteur # est dirigé 
lui aussi suivant l'axe instantané de rotation, étant orienté dans le 
sens de @ si la rotation est accélérée et dans le sens inverse si elle 
est retardée. Nous utiliserons par la suite les valeurs algébriques de 
la vitesse angulaire et de l’accélération angulaire de la figure plane: 


dp do dœ 


OO —= — En = —— 
dt ? - dt di? * 


En traçant la figure 10.12, on a supposé que e >> 0. Aussi le vecteur 
accélération rotative w est-il orienté dans le sens positif (dans le 


b À 
\ S°/ 
isa 


Fig. 10.13 


sens antihoraire par rapport au pôle 0’). On aboutit au même résultat 
en portant le vecteur £& à partir du point ©” perpendiculairement en 
deçà du. plan de la figure, en construisant le vecteur w? équipollent 
au produit vectoriel des vecteurs # et r” —O0'M et orienté selon Ja 
rêgle de Ja vis à droite, et en reportant ensuite le vecteur 47% au 
point . En ce qui concerne le dernier terme de la somme, le vecteur 
accélération centripète Un il est toujours orienté du point M vers 
le pôle O’ (sauf les cas où il s’annule, lorsque la vitesse angulaire @ 
de la figure plane est égale à zéro). Les modules des deux derniers 
termes de la formule (10.8) sont égaux respectivement à 


=r el, 0 = ro? (10.9) 


Ces expressions coïncident avec (8.12) et (8.13). D'après la formule 
(10.8), le vecteur accélération du point. en mouvement plan se 
réduit alors à la somme géométrique du vecteur accélération w, 
du pôle ©” et du vecteur accélération æ, du point M en rotation 
autour du pôle considéré comme fixe: | 


Um —i0or +10, (ww, — 107 + w:). (10.8a) 


Considérant le vecteur æ&, comme accélération de 7 relativement 
au pôle 0’, nous l'avons muni de l'indice r signifiant relatif. Quant 
à ses composantes ww et w, nous avons gardé pour l'accélération 
rotative et l’accélération centripète les mêmes indices distinctifs 
inférieurs que dans les formules (8.12).et (8.13), bien qu'elles ne 
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soient plus dirigées, en toute rigueur, suivant la tangente et la 
normale à la trajectoire du point M. Les composantes de w, étant 
perpendiculaires entre elles, le module du vecteur &, s’écrira (voir 
la formule (8.15)) 


W, = V (y Lu) = r Ve? + ot. 


Pour déterminer la direction du vecteur &æ,, rappelons que le vecteur 
accélération rotative w° est orienté dans le sens des valeurs crois- 
santes ou décroissantes de l'angle @, suivant que € est positive ow 
négative, tandis que le vecteur accélération centripète &7, est toujours 
dirigé de M vers O” (fig. 10.12). Désignons: par « l'angle aigu -que 
fait le vecteur &w, — &7 + w, avec la direction de MO; il vient. 


gas tl, (10.10) 


2 


Cela revient à dire que l’angle & reste le même, à l’instant donné, 
pour tous les points de la figure et ne dépend donc pas du choix du 
pôle O’. 

2.2. Centre instantané des accélérations. Le point S' de la figure 
plane dont l'accélération est nulle à l’instant considéré porte Le nom 
de centre instantané des accélérations. Si un tel point existe à l'instant 
donné, alors, en le prenant comme pôle, on obtient d’après la formu- 
le (10.8a) : 


—_— r r 
y = Wrz + Un: 


Ainsi donc, le vecteur accélération d'un point quelconque de la 
figure à l'instant donné se laisse réduire à la somme géométrique des 
vecteurs accélérations rotative w7 et centripète w, relativement au 
centre instantané des accélérations S'. L'angle & défini par la formule 
(10.10) sera alors égal à l’angle aigu compris entre le vecteur accélé- 
ration w&©, du point À et la direction de MS". 

Cette propriété du centre instantané des accélérations est analo- 
gue à celle du centre instantané des vitesses C”: le vecteur vitesse 
d'un point quelconque 7 forme un angle invariable (plus exactement 
un angle droit) avec la direction de MC”. Cette propriété permet de 
déterminer le centre instantané des accélérations S” à partir des 
vecteurs accélération connus de deux points, w,, wa (fig. 10.13). 
Plaçons en l’un des points, par exemple en B, l’origine du vecteur 
W, = Up — Wa = Wg + (—w,): c’est le vecteur accélération de B 
relativement à À, car on a d’après la formule (10.8a) en adoptant À 
comme pôle | 


0 p — LD À + D... 


Ceci fait, on détermine sur le dessin l'angle « entre le vecteur 
w p — WA et le support de PA et l’on mène par À et B deux droites 
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faisant le même angle « (en conservant le sens de lecture de l’angle) 
avec w, et w: c’est l'intersection de ces droites qui détermine la 
position du centre instantané des accélérations S”. 


Exemple 10.3. Déterminer l'accélération du centre instantané des 
vitesses €’ dans les conditions de l'exemple 10.1 en se donnant à titre complé- 
aæentaire la valeur algébrique de l'accélération du centre de la roue O’ à l’ins- 
tant donné égale à —w0o,, où &0, est le module du vecteur accélération. 


ÿ 


Fig. 10.14 Fig. 10.15 


Solution. Construisons sur la figure 10.14 le vecteur &6, orienté 
dans le sens inverse du mouvement du centre O’. La vitesse angulaire de rotation 
de la roue est © = v6;, /r; l'accélération angulaire sera donc 
do 1 o: 1 


—— ——- — —— D fe 
dt r. dt r © 


— 


Adoptons O0" comme pôle et construisons les vecteurs accélération wo,, w? 
et w de C’. Les modules des deux derniers seront | 


1 
r War < JT Æar ie 2 
w_.—=0 C l£ | — Wpr; w, = 0 C Pr VOr. 


L'accélération centripète w est dirigée comme toujours vers le pôle O", 
et l'accélération rotative w”, perpendiculaire à cette dernière, est orientée en 


l'occurrence à l'opposé de la rotation, car €& est négative. D’après la formule 
(10.8a) 


W cr = Wor + WT + Wn= Wn. 


En elfet, pour le point €’ on a wo, + wi = 0, aussi le vecteur accélération du 
point C’ est-il égal à ww. | 
Cherchons le centre instantan des accélérations. Construisons le vecteur 


T r 
Lc' — or = UE + Wh =w, 


d'origine en €’. Déterminons sur le dessin l’angle & entre le vecteur w, et la 
droite C'O’, menons par O’ et C’ deux droites sous l'angle & (mesuré dans le sens 
négatif, c’est-à-dire horaire, car & << 0) par rapport aux vecteurs &,4, et wo; 
et trouvons le centre instantané des accélérations S”’ à l’intersection de ces droi- 
tes (voir fig. 10.14), 

Exemple 10.4. Dans les conditions de l'exemple 10.2, déterminer l’accé- 
lération du coulisseau Z (fig. 10.15). 
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Solution. Adoptons le point À de la bielle AB comme pôle et décom- 
posons le vecteur accélération du point B d’après la formule (10.9): 


Up = Wa + WE + wn- 


Construisons les trois derniers vecteurs sur la figure 40.15 en supposant à priori 
que l'accélération angulaire inconnue & de la bielle AB est positive: le vecteur 
w! tourne donc autour de 4 dans le sens antihoraire. Les modules des vecteurs 
indiqués s'écrivent respectivement 
"2092 
_ P Fr _ ? 
w À = r{r?, w, — ABE, w, = ABw?— AB TOAE ? 

où la vitesse angulaire & de la bielle AB figure sous sa forme établie en fin de 
l'exemple 10.2. Projetons la formule vectorielle de w, sur les axes Bz et By: 


wu= — WA COS G+w Sin Ÿ—w7 cos Ÿ = 
r2Q2 
—= — rQ? cos p+ ABe sin y — AB Graz °05 Ÿ, 
0e = — WA Sin @ + w7 cos Ÿ+w,, sin Ÿ— 
. 72072 
— — rQ? sin + ABe cos b+AP AE sin ;; 


on a mis w® — 0, parce que le coulisseau B se déplace en suivant l'axe Oz. 
De Ia deuxième équation, tirons l'accélération angulaire & de la bielle AB dans 
son mouvement plan: 

_ CES (sin œ— rAb Sin y) 

” AB cos Ÿ CA? | 


Portant cette expression de & dans l'expression de w?, on obtient 


B ; | 


= | cos o+p+ |. 


cos Ÿ 


Dans la position représentée sur la figure 10.15 on à wp << 0, ce qui signifie 
que le vecteur accélération du coulisseau est orienté vers le point ©. 

Exemple 10.5. Le segment de droite AB est animé d’un mouvement 
plan. On connaît les vitesses et les accélérations de ses extrémités. Déterminer 
la vitesse et l’accélération de son centre 2, ainsi que la vitesse angulaire et 
l'accélération angulaire du segment AB (fig. 10.16). 

Solution. Prenons le point À comme pôle et choisissons un système 
de coordonnées mobile Azx’y’ associé au segment AB. Orientons l'axe Az’ sui- 
vant le support de AB, et l'axe Ay’, perpendiculairement à 4x’, de façon à avoir 
un repère direct (la rotation se faisant de Az’ vers Ay’ dans le sens antihoraire). 
Soient &’ et 7’ les vecteurs unités des axes Az’ et Ay’. On a d’après les formules 
(10.2) et (10.8) en mettant r’ — AD 


Un — Va + [w, AD], (1) 
Wn = Wa + EADj — w?ADi. (2) 


Prenons à présent le point Z comme pôle, orientons l'axe Bzx" du système 
de coordonnées mobile Bx”y” suivant B 4, et l'axe By” suivant la perpendiculaire 
à Bx”, de façon à avoir le système Bzr”y” direct comme précédemment. Les vec- 
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teurs unités £&” et j” s’écriront 


1” — —Ÿ, jJ _— —]'. 
D'après les formules (10.2) et (10.8), en mettant r’ — BD — —AD, on a 
Un — Up + {o, BD] — vp — [©, AD, (3; 
w n = Wp + eBDj" — &BDi" = wp — sADÿ + w24Di. (4) 
Additionnant les égalités vectorielles (1) et (3), puis (2) et (4), on obtient 
1 = 
UD= "5 Va+U8), (5) 
1 
Wp—— (Wa +wp). (@) 


Ainsi donc, le vecteur vitesse (le vecteur accélération) du centre du seg- 
ment animé d'un mouvement plan est égal à la demi-somme des vecteurs vitesse 
(vecteurs accélération) de ses extrémités. 


Fig. 10.16 


Portous l'expression (5) dans la formule (1). Il vient 
+ (va-+un)=va+ le, AD], ou + (n—va)= le, AD]. (n 


Le vecteur vitesse angulaire @ de la figure (ou du segment) en mouvement 
plan est perpendiculaire au plan de la figure. Identifiant les modules des vec- 
teurs dans cette dernière égalité : 


À lop—val= lo] AD, 


on obtient donc le module de Ia vitesse angulaire instantanée de la figure (du 
segment) en mouvement plan: 


__ Jog—val __ [og val 
Ole in — 48 18) 


Le sens de la rotation se laisse déterminer à partir de l’égalité vectorielle (7). 
Portons à présent l'expression (6) dans la formule (2). I] vient 


({op—wAa)+wADi =eADj. (D) 


| = 
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Multiplions scalairement les deux membres de l'égalité vectorielle (9) par le 
vecteur unité j’; il vient, puisque (5°, j') = 0 et 24D — 4B, 


(ep, 1) — (& À, 1) — €£AB. 


Remarquant que le premier membre de l'égalité est la différence des projections 
des vecteurs accélération des extrémités du segment sur l'axe Ay’, nous pouvons 
écrire la valeur algébrique de l'accélération angulaire instantanée & du segment 
sous la forme 


1 
e=-15 (proj4,-WB— proj4,w a). (10) 


Remarque. Les vecteurs vitesse des extrémités du segment, v,, Up, 
ne sont jamais arbitraires mais liés entre eux de La façon déterminée par le théo- 
rème du n° 1.3. Si les w, et v, sont connues, les vecteurs accélération des extré- 
mités du segment, æw1, wk. ne peuvent être arbitraires, eux non plus. En effet, 
multiplions scalairement les deux membres de l’égalité vectorielle (9) par le 
vecteur unité &’. Il vient | | 


(tp, à) — (w4, à) + 2@4AD = 0. 
Faisant intervenir la formule (8), on en déduit 


: UE |o0p—vA |? 
Pr'OoJABWg—pPioJAz BAT 15 . 


Exercices 


Exercice 10.1. La manivelle OA d'un mécanisme bielle-manivelle 
tourne autour de l’axe O avec une vitesse angulaire constante © 4 qui corres- 
ond à 240 tr/mn. La bielle AB est articulée en son centre G sur un levier oscil- 
ant GD, lequel est articulé à son tour à une deuxième manivelle DE qui oscille 


Fig.F10.17 Fig. 10.18 


librement autour de son point Æ (fig. 10.17). Déterminer la vitesse angulaire 
de la manivelle DE si les points B et £ sont situés sur une même verticale, OA — 


MN TN 
= 0,15 m, AB — 0,3 m, DE = (0,4 m, GDE = 90°, BED = 30°. 
Réponse. ©pr — La — 2,36 rad/s. 


Exercice 10.2. La barre AB située dans un plan vertical glisse par 
son extrémité À sur le plan horizontal avec une vitesse v, — 1,2 m/s tout en 
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s'appuyant en. sa partie supérieure sur l’angle d’un massif de maçonnerie de 
hauteur k — 2 m (fig. 10.18). On demande de savoir la vitesse du point D en 
lequel la barre AB touche à la maçonnerie et la vitesse angulaire © de la barre 


— D RO RE — 0 Re 0 RO + Ze = — — 


Fig. 40.19 


à l'instant où l’angle @ devient égal 
à 60°. 

Réponse. v, — 0,6 m/s, «= 
—0,45 rad/s. 

Exercice 10.3. Montrer que 
les projections des vecteurs j accéléra- 
tion de deux points quelconques de la 
figure en mouvement plan sur Ia droi- 
te joignant ces points deviennent éga- 
les entre elles à l’instant où la vitesse 
angulaire instantanée de la figure 
s’annule. 

Indication. Cette proposi- 
tion se démontre par analogie au thé- 
orème sur les projections des vecteurs 
vitesse de deux points de la figure sur 
la droite qui joint ces points. 

Exercice 10.4. Montrer que 
les extrémités des vecteurs accélération 


des points d’un segment de longueur constante en mouvement plan (les points 

a. d, b) sont situées sur une même droite et divisent cette droite en parties 

proportionnelles aux distances entre les points (fig. 10.19). 
Indication. Montrer d'abord que 


On —w4 | AD 
[20 p— w À | AB ? 
c'est-à-dire que 
aÿ AD 
af AB ? 
puis démontrer par similitude des triangles que 
ad _ aù 
cb  ap”° 


CHAPITRE XI 


MOUVEMENT COMPOSÉ DU POINT 


$ 1. Vitesse du point en mouvement composé 


1.1. Mouvements absolu, relatif, d'entraînement. Nous avons 
étudié dans le chapitre VII le mouvement du point par rapport à un 
système de référence considéré comme fixe. Examinons maintenant 
le mouvement du point M par rapport à un solide S qui se déplace 
par rapport à un système de référence fixe Oxyz. Tout d'abord conve- 
nons de la terminologie et des notations. 

Le mouvement du point M par rapport au système de référence 
fixe sera appelé absolu; nous dirons donc aussi trajectoire absolue, 
vitesse absolue et accélération absolue. 

Le mouvement du même point W par rapport au solide S sera 
appelé relatif (trajectoire relative, vitesse relative, accélération relative). 

Le mouvement du point M dans lequel ce point, considéré comme 
fixe par rapport au solide $, serait entraîné par le mouvement de S 
par rapport au système de référence fixe s'appelle mouvement d’entrat- 
nement (trajectoire d'entraînement, vitesse d'entraînement, accélération 
d'entraînement) à l'instant donné. 

Ainsi donc, le mouvement absolu du point 7 est perçu par un 
observateur immobile, et le mouvement relatif, par un observateur 
mobile avec $. Quant au mouvement d'entraînement de #7, c’est le 
mouvement du point de S avec lequel le point mobile 7 se confond 
à l’instant donné, perçu par un observateur immobile. 

Les grandeurs scalaires et vectorielles intervenant dans le mouve- 
ment absolu seront marquées par l'indice a; les indices e et r dé- 
signeront le mouvement d'entraînement et le mouvement relatif 
respectivement. 


1.2. Théorème de la composition des vitesses. On a représenté sur 
la figure 11.1 les positions du solide $ et du point 7 aux instants 
tet t’ — t + At; ici M' est la position de M à l'instant t + Aë, 
Soit M, la position que pourrait occuper le point A7 à l'instant & + 
+ At si, à l'instant t, il était fixé par rapport au solide S. Les 
vecteurs MM’, MM, et M,M' caractérisent donc les déplacements 
du point 1 dans ses mouvements absolu, relatif et d'entraînement. 
Ces trois vecteurs sont des cordes sous-tendant les arcs des trajectoires 
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absolue, relative et d'entraînement marquées sur la figure. Nous 
avons une égalité vecioriclle évidente 


MM' = MM, + MM 
que nous pouvons mettre sous la forme 
Ar, = Ar, + Ar,, 


Âr étant le symbole qui désigne de façon générale un vecteur dépla- 
cement. Remarquons que le vecteur déplacement relatif MM" = 


Fig. 11.1 


— Ar, est représenté ici pour l'instant { + At. Divisons la dernière 
égalité vectorielle terme à terme par le scalaire At; il vient 


Âra __ Are Ar, 
At Ai Es At * 


Compte tenu de la définition du vecteur vitesse moyenne (ch. VII, 
n° 1.1), cette égalité vectorielle s’écrira comme suit: 


(#3 —— € r 
Drnoy Unoy T Douy ÿ 


Passons enfin à la limite pour At —- 0; il vient 
Dev D: (11.1) 


Nous avons lethéorème dela composition des 
vitesses du point en mouvement composé: 

En mouvement composé la vitesse absolue du point est égale à la 
somme géométrique des vitesses d'entraînement et relative de ce point. 
Autrement dit, le vecteur vitesse absolue du point résulte de la 
composition de ses vecteurs vitesse d'entraînement et vitesse relative 
d'après la règle du parallélogramme (ou du triangle, ce qui revient 
pratiquement au même). Nous voyons sur la figure 11.1 les vecteurs 
Durs Ver UV, dirigés suivant les tangentes aux trajectoires correspon- 
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dantes. Le vecteur v, est représenté à l'instant f, ce qui est conforme 
à la réalité. 

Le module du vecteur vitesse absolue du point se cherche d'après 
le théorème des cosinus: 


| AT 
Us — V4 V} + 2v,v, COS (v,, v,), (11.2) 


où re v,) est l’angle formé entre les vecteurs vitesse d’entraîne- 
ment et vitesse relative (voir fig. 11.1). 

Dans le cas particulier où ces derniers sont perpendiculaires, le 
parallélogramme devient rectangle, si bien que | 


v,=Vuitv? (si uv, Lo,). (11.2a) 


Si les vecteurs vitesse d'entraînement et vitesse relative du point 
sont portés par une même droite et orientés dans le même sens, on a 


V, = Ve + Vy (si v, M v,), (11.2b) 
et s’ils sont orientés dans les sens opposés, on a 
Va = Ve —v,| (ve v,) (11.2c) 


Exemple 11.1. Deux tiges AB et CD se déplacent en translation dans 
un plan commun avec des vitesses v, et v, perpendiculaires à AB et à CD res- 
pectivement (fig. 11.2}. L’angle entre les tiges 
est égal à &. Déterminer la vitesse du petit an- 
neau M enfilé sur les deux tiges. 

Solution. Le mouvement de l'anneau 
M peut être décomposé de deux façons: soit en 
mouvement d'entraînement avec la vitesse v, 
égale à la vitesse de translation de la tige A2 
et mouvement relatif de M le long de CD, soit 
en mouvement d'entraînement avec la vitesse 
de la tige CD et mouvement relatif le long de 
AB. Puisque la vitesse absolue v,; de l'anneau 
est égale à la somme géométrique de ses vites- 
ses d'entraînement et relative, l'extrémité du : 
vecteur v,, doit être située d’une part, sur la Fig. 11.2 
droite menée par l'extrémité du vecteur vw, 
parallèlement à 4B ; d’autre part, sur la droite menée par l'extrémité du vec- 
teur v, parallèlement à CD. C’est le point d'intersection de ces deux droites 
qui fournit la position de l'extrémité du vecteur vitesse absolue vw,, du point M. 

Considérons les triangles rectangles sur la figure 41.2. On a 


D 
M cosf * M cos(a—B) * 


Pour déterminer l'angle B, identifions les seconds membres: il vient 
V, COS (@ — B) — v, cos B, 
ou sous forme développée. 
v, cos & cos B + », sin & sin f = », cos f, 
14—01146 
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ce qui nous donne 


t — = 
g8 v, Sin 


Là 


Nous trouvons donc 


sec B — PA EC A A v, cos a EE Vri+ri— vi COS œ 


| vésina V\ Sin & 
et, à l'aide”de la première _ de vy, nous obtenons 


 Vuitri— ZVjU9 COS &. 


Ung — UV] sec p=— 


Quant à la direction du vecteur v,,, elle se définit par l’angle f. 


1.3. Vitesse du point en coordonnées polaires. Soient les équations 
du mouvement plan du point en coordonnées polaires 


 F (£)}, P—= (&). 


Cherchons la vitesse de ce point dans le cas où il se déplace sur un 
plan fixe. 

Ce cas sera interprété comme un cas de mouvement composé. 
Assimilons le rayon polaire r à une tige S, et le point M, à un petit 
anneau qui se déplace sur la tige mobile en rotation. La rotation de 
la tige a pour équation @ —  (#). Pour déterminer la vitesse d’en- 
traînement v, de l’anneau, immobilisons-le sur la tige qui tourne 
avec une vitesse angulaire wo — d/dt. Le module du vecteur vitesse 
d'entraînement s’écrira donc 
4 
dt. 


Le mouvement relatif de M est le mouvement rectiligne de l’anneau 
le long de la tige. Le module du vecteur vitesse relative est 


Dr 
dt 


v,=r|ol—r 


Ur = . 


Puisque les vecteurs vitesse d'entraînement et vitesse relative 
du point M sont perpendiculaires entre eux (fig. 11.3), le module du 
vecteur vitesse absolue est la diagonale du rectangle dont les côtés 
sont les vecteurs v, et v, (formule (11.2a)): 


Da= Vito / r° (2) + (ET. (11.3) 


L'espace parcouru parle point M (dans son mouvement abso- 
lu, c'est-à-dire par rapport au plan fixe) se définit par,la formu- 


le (7.14): 
t a 
{re GT à 
0 
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Transformons le radicande en portant dt sous le radical et en met- 
tant ensuite dp en facteur. Changeant dans l'intégrale définie la 
variable d'intégration { en @, nous obtenons 


D / rè+ (5) à 
po 


Cette formule traduit la longueur d'un arc de courbe plane en coor- 
données polaires (voir Piskounov, tome I, ch. XII, $ 3). 


1.4. Démonstration analytique du théorème de la composition des 
vitesses. En plus du système de référence fixe Oxyz, introduisons 


Fig. 11.3 Fig. 11.4 


un système A 2° invariablement lié au solide S. Le mouvement 
du trièdre O'x z' reproduit donc fidèlement le mouvement du so- 
lide. Décors. Ar , j', k’ les vecteurs unités des axes O'x', O'y", 
0’z". Sur la figure 11 À on à pour le point M 
r—=ro + a 

où ro = 00"; r=0Metr" = O'M sont les rayons vecteurs absolu 
et relatif de M. Désignons par x”, y’, z’ les coordonnées du point M 
par rapport au système mobile O'x'y'z". I vient 

r’ = x'L’ + y'I L g'k’ 
d'où | 

r— For + (zx'i + y'j' +z'k). 

Puisque le vecteur vitesse absolue d’un point s'écrit 
ar 
dt ? 


nous trouverons ce vecteur pour { en dérivant l’expression de r 
ci-dessus par rapport au temps: 


dro r dù y 2 , ss 
U, — (—7- + x PTS —— + 3 ERA 


+ + y +s  k'). (11.4) 


U, — 


212 MOUVEMENT COMPOSÉ DU POINT [CU NI 


em 


Remarquons que les directions des vecteurs unités £’, j’, k' sont gé- 
néralement variables dans le temps, à cause du déplacement du trie- 
dre O'x'y'z". C'est précisément la raison pour laquelle la première 
parenthèse contient les dérivées des vecteurs unités par rapport au 
temps. 

La vitesse d'entraînement du point M se confond avec sa vitesse 
absolue dans le cas où }Z reste fixe par rapport au solide S, c'est-à- 
dire quand x”, y’, z’ restent inchangés dans le temps. Or, dans ce ras 
les trois derniers termes de la somme de (11.4) s’annulent, si bien 
que le vecteur vitesse d'entraînement du point s'écrit 


U, — 


dro Le k’ - 
> LA : ; 
dt Ï _ = DT + 2! . ( Ù U )) 
La vitesse relative du point est sa vitesse par rapport au systéme 
de référence mobile O’x'y'z" ; elle se définit donc par une formule 


analogue à (7.8), 


ur dx" s/ dy” r/ dz' / % 
U, — er 2 at J D Er ; (11.b) 


La formule (11.4) s'apparente dès lors à (11.1), 
Va = Le T Ur 


et traduit le théorème de la composition des vitesses du point en 
mouvement composé. 

Projetons les vecteurs intervenant dans (11.1), par vxemple, sur 
les axes fixes Ox, Oy, Oz; il vient 


(a: e EX à Q £ r (41 € r ra 


La projection du vecteur vitesse absolue de 7 sur un axe est égale à 
la somme algébrique des projections des vecteurs vitesse d’entraîne- 
ment et vitesse relative sur le même axe. 

Ecrivons la formule (11.5) pour des cas particuliers 
du mouvement du solide $. 

4. Le solide S$S est mobile en translation; le trièdre 
O'x'y'z" se déplace donc parallèlement à lui-même, et les vecteurs 
unités £’, j', 4’ restent inchangés. Les trois derniers termes de (11.5) 
s’annulent alors, et le vecteur vitesse d'entraînement du point M 
dans le mouvement de translation du solide S s'écrit 


Puisque la vitesse de translation du solide est égale à celle de son 
point quelconque, on est en droit de dire que la vitesse d’entraîne- 
ment du point M est égale en l’occurrence à la vitesse de translation 
du solide S. 
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2. Dans le mouvement du solide S le point O’restefi- 
x e. Ce cas se présente par exemple lorsque le solide tourne autour 
d’un axe fixe passant par O”’. Le premier terme de (11.5) s’annule 
alors, et le vecteur vitesse d'entraînement du point M s'écrit 


; 4 . dj’ , dk’ 
TU, = di + y ee TH (11.8) 


$ 2. Accélération du point en mouvement composé 


2.1. Théorème de la composition des accélérations (Coriolis *)). 
Le vecteur accélération absolue &#, du point M est égal à 


_ da 
a gt 
Pour le déterminer, dérivons la formule (11.4) par rapport au temps: 
ro / d?èi’ ; di ; d?k' 
wa = | dt? TÉ dt? Ty de LE PTS le 


d?x" ., My" . . d22 7; 
+ (Sr PE + K) + 


dz' di dy’ dj’ , d' 4 
+2(<- dt dt dt dt dt ° (11.9) 


Analysons la formule obtenue. Si le point A est immobilisé par 
rapport au trièdre O'x'y'z", c’est-à-dire si x’, y”, z’ ont des valeurs 
constantes, il nous reste dans la formule (11.9) les quatre premiers 
termes exprimant le vecteur accélération d'entraînement w, du point: 


ro / a? L’ ? dj ’ d°k’ 
Wen TA Ce TU us T2 Ge 


L'accélération relative du point est l'accélération de ce dernier par 
rapport au système mobile O’x'y'z" ; son vecteur s'exprime donc par 
une formule analogue à (7.18) 


—_ dx «7 dy" ? d?z" / 
ner EE ne UE er UE 


Nous avons donc expliqué la signification mécanique de deux 
premières parenthèses de la formule (11.9). Or, la somme exprimant 
le vecteur æ, comprend un troisième terme qui s ‘’appellei vecteur 
accélération de Coriolis ou complémentaire du point (notation w.): 

dx’ di’ dy’ dj dz' dk 
Co (Sr dt dt TN dt dt ps dt dt VE (11.40) 

Nous avons donc lethéorème de la composition 

des accélérations établi par Coriolis: l'accélération 


*) Gaspard Coriolis, mécanicien français (1792-1843). 
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absolue du point mobile est la somme géométrique de ses accélérations 
d'entraînement, relative et complémentaire: 


WU, = W, + Wy + w,. (11.11) 


Projetons les vecteurs intervenant dans (11.11) sur les axes fixes 
du système Ozxyz. Il vient 


a ——. e r C 

we = wo + 7 + Le, 

DO == We + W7 + UP, (11.12) 
 — e CA C 

W® = W? + WP + We. 


La projection du vecteur accélération absolue du point sur un axe 
est égale à la somme algébrique des projections des vecteurs accélé- 
ration d'entraînement, relative et complémentaire sur le même axe. 


2.2. Vecteur accélération complémentaire du point. Analysons 
la formule {11.10) qui exprime le vecteur accélération complémen- 
taire. 

La formule (11.8) définit la vitesse d'entraînement du point 1f, 
c'est-à-dire de l’extrémité du vecteur 


O'M = x'i’ se y'j' ne z'k!, 


dans le cas où l’origine O” de ce vecteur est un point fixe. Substi- 
tuant à x’, y’, z° dans (11.8) les expressions dx'/dt, dy'/dt, dz'/dt, vn 
obtient 

di’ dy’ 4 _ dk” 

dt + dt Vous 


expression qui définit la vitesse d'entraînement de l'extrémité du 
vecteur vitesse relative vw, du point M 


dy" …, d2" , 
rl rene 


dans le cas où l’origine de ce vecteur est fixe (se trouve au point O). 

Reprenant la formule (11.10), nous exprimons le résultat obtenu 
comme suit: le vecteur accélération complémentaire du point est équi- 
pollent au double du vecteur vitesse d'entraînement de l'extrémité du 
vecteur v,, ce dernier étant porté au point fixe ©. 

Essayons d'aboutir au même résultat en transformant la formu- 
le (11.10). Voyons ce que deviennent les dérivées des vecteurs unités 
des axes mobiles. La quantité di'/di peut être assimilée à la vitesse 
de l’extrémité du vecteur unité &’ d’origine en un point fixe, par 
exemple en ©. La formule (9.13) nous donne alors 


di’ 7 
"at — [&,, t Ï. 


dx 
D,= 
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#,,9,9 


Ici ©, est le vecteur vitesse angulaire instantanée du trièdre O’x'y'z 
(donc, du solide S). Il vient de façon analogue 


—— — (©, J'] et to, k"]. 


Portons ces valeurs me la formule : 10). Il vient 


we=2 {te i1+- je, j'1+ 10, de 


ape, (Her 4r)] 


Or, l'expression entre parenthèses est en vertu de (11.6) la vitesse 
relative &, du point M. Il vient donc définitivement 


w, = 2 lo,, v,l. (11.13) 


Le vecteur accélération complémentaire du point en mouvement 
composé est équipollent au double du produit vectoriel du vecteur 
vitesse angulaire instantanée du trièdre 
O'x'y'z" (du solide S) par le vecteur 
vitesse relative du point. 

Règle de Joukovski. 
Pour construire le vecteur accéléra- 
tion complémentaire, on doit mener 
par le point M un plan IT perpendi- 
culaire au vecteur vitesse angulaire 
instantanée œ, du trièdre O'x'y'z" et 
projeter sur ce plan le vecteur vitesse 
relative v, du point M (fig. 11.5). Mul- Fig. 11.5 
tiplier la composante vs par 2&,, où 
o, est le module du vecteur vitesse angulaire du trièdre O'z'y'z". 
Tourner le segment de droite AN ainsi obtenu dans le plan II d’un 
angle droit dans le sens de la rotation d'entraînement. Le vecteur 
obtenu est le vecteur accélération complémentaire w.. 

Pour le module du vecteur accélération complémentaire, on a 
en vertu de la formule (11.13) 


TS 
W,= 204, Sin (@,, v,). (11.14) 


Il ressort de la formule (11.13) que l’accélération complémentaire 
du point devient nulle soit quand w, — 0, soit quand v, = 0, soit 


MN 
quand les vecteurs @, et v, sont colinéaires (l’angle (@,, v,) pouvant 
être égal à 0 ou à 180°). Par exemple, &, = 0 chaque fois qu'un point 
en mouvement relatif change le sens de parcours. 
Ecrivons l'expression de l'accélération complémentaire pour des 
cas particuliers de mouvement du trièdre O’x'y'z" lié au 
solide S. 
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4. Le trièdre O’x'y'z est mobile en translation. Sa 
vitesse angulaire instantanée @, est donc identiquement nulle. I 
ressort alors de la formule (11.13) que l’accélération complémentaire 
uw, = 0, et la formule (11.11) devient 


w, = w, + w,. (11.15) 


Dans ce cas, le vecteur accélération absolue du point M est égal à 
la somme de ses vecteurs accélération d'entraînement et accélération 
relative. Ainsi donc, si le mouvement d'entraînement du point est 
défini par le mouvement de translation du solide $, la règle du pa- 
rallélogramme est applicable non seulement aux vecteurs vitesse 
(ce qui est normal pour un mouvement d'entraînement quelconque 
du point}, mais aussi aux vecteurs accélération. 

2. Le trièdre O'x'y'z" tourne avec une vitesse angulaire ©, 
autour d'un axe fixe passant par O”’. Le mouvement d'entraînement 
du point M se définit alors par la rotation du solide S. Dans ce cas, 
le vecteur accélération complémentaire w, se cherche d’après la 
formule générale (11.13) où le vecteur ©, est de direction constante. 

Si par exemple la direction du vecteur vitesse relative v, du 
point mobile est parallèle à celle du vecteur @,, c’est-à-dire à l’axe 


PIN 
de rotation du solide S, l’angle (@,, »,) est égal soit à O, soit à 180°; 
l'accélération complémentaire &æw, — 0. Il en découle que l’accéléra- 
tion complémentaire peut s’annuler aussi dans le cas où le mouve- 
ment d'entraînement du point est défini par le mouvement de rota- 
tion du solide, 


Exemple 11.2 La coulisse BC du mécanisme à coulisse est animée 
d’un mouvement de translation par la manivelle OA de longueur ! qui tourne 
avec une vitesse angulaire constante © => O (fig. 11.6). La coulisse est actionnée 
par un ergot À fixé à l'extrémité de la manivelle et engagé dans la rainure de la 
coulisse. On demande de savoir la vitesse et l'accélération de la coulisse, ainsi 
que celles de l’ergot À. 

Solution. En mouvement absolu, l’ergot À de la manivelle OA décrit 
une circouférence de rayon { centrée en ©. Le vecteur vitesse absolue v, de 4 
est de direction perpendiculaire à OA et de module 


VA = OR 

D'autre part, le mouvement de À se laisse décomposer en mouvement relatif 
avec la vitesse v, le long de la rainure de la coulisse et mouvement d’entraîne- 
ment avec la vitesse v, défini par le mouvement de translation de la coulisse. 
Considérant le parallélogramme (en l'occurrence le rectangle) des vitesses, nous 
obtenons 

Up = Va COS P — lo cos wt, 

Ve = LV, Sin @ = l@ sin wt 


en posant p (0) — 0. Cette dernière quantité est précisément la vitesse algébri- 
que du mouvement de translation de la coulisse. 

En mouvement absolu, l’ergot À décrit une circonférence de rayon ? avec 
une vitesse de module constant v, — lw. Par conséquent, l'accélération tangen- 


tielle wx est nulle, et l'accélération normale w% se confond avec l'accélération 
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totale : 


Onfaboutit au même résultat en décomposant le mouvement de A. Puisque le- 
mouvement d'entraînement de l’ergot est défini par le mouvement de translation 


Fig. 11.6 Fig. 41.7 


de la coulisse, l'accélération complémentaire est nulle, si bien que le vecteur 
accélération absolue se compose du vecteur accélération relative, de module 
dUr 
dt 


et du vecteur accélération d’entraînement égal au vecteur accélération de la 
coulisse dans son mouvement rectiligne alternatif: 


Wr= = lw? }sin ot|, 


n d’e 
Meg 


= lo? cos oi. 


Prenant la somme des deux vecteurs accélération, on obtient pour le module dw 
vecteur accélération absolue de l’ergot À: 


= 2 = 
wa=V wi+ui- lw?, 


On vérifie sans peine que le vecteur w, ainsi défini est toujours dirigé le long: 
de la manivelle O4. 

Exemple 11.3. Un plateau de rayon RÀ montré sur la figure 11.7 est 
animé d’un mouvement de rotation uniformément retardé autour d’un axe fixe 
perpendiculaire au plan du plateau, avec une vitesse angulaire initiale @, > © 
et une accélération angulaire e < 0. Un point M se déplace suivant la périphérie 
du plateau avec une vitesse de module constant x par rapport au plateau, dans: 
le sens inverse de rotation de ce dernier à l'instant initial. Déterminer la vitesse: 
absolue et l'accélération absolue du point M à l'instant initial. 

Solution. Portons le vecteur &, sur l’axe de rotation et construisons le 
vecteur vitesse d'entraînement vw, du point M: 


ve — [@s, OM]. 
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Le vecteur vw, est dirigé au-delà du plan de la figure, conformément à la règle 
de la vis à droite appliquée à un produit vectoriel; cette direction est aussi 
conforme au sens de rotation du plateau. Puisque les vecteurs @, et OM font 
un angle droit entre eux, on a v, = Ro, ; cela découle par ailleurs de la formule 
<onnue définissant la vitesse linéaire du point dans un mouvement de rotation. 
Le vecteur vitesse relative vw. de M est colinéaire à w, et est orienté dans le sens 
‘opposé; son module est z. Le vecteur vitesse absolue v, du point M est exprimé 
par la formule](11.1), et ‘son module, par La formule (11.2c) : 


Va —= [Roy —u|. 


Le AA v, est de sens de celui des vecteurs v, et vw, qui a le plus grand 
module. 

Le mouvement d'entraînement du point 4 est dans notre exemple le mouve- 
ment du point du plateau avec lequel le point M coïncide à l'instant considéré. 
Dans ce sens, le mouvement d'entraînement de M est défini par la rotation du 
plateau autour de son axe fixe (voir ch. VIII, $ 2). Le vecteur accélération d’en- 
traînement w, du point M est égal à la somme des vecteurs accélération tan- 
gentielle et accélération normale: 


e 
We —= UT + Une 
Les deux vecteurs sont montrés sur la figure 11.7. L’accélération angulaire étant 


mégative, le vecteur ww est dirigé en deçà du plan du dessin. Les modules de ces 
vecteurs sont définis par les formules (8.12) et (8.13). Le vecteur vitesse relative 
4, du point M est constant en module par définition, v, = u — const. 

Or, cela ne veut pas dire pour autant que le vecteur accélération relative æ, 
du pôint M soit nul. En effet, quand on étudie les grandeurs cinématiques inter- 
venant dans le mouvement relaiif, on est amené à considérer le mouvement du 
point par rapport au système de référence mobile lié au solide S. On sait que le 
‘point M se déplace par rapport au plateau le long de la périphérie de celui-ci 
avec une vitesse linéaire vw, de module constant mais de direction variable. On 
a donc comme précédemment 


Ur — UT + un 
et, d’après les formules (7.25) et (7.26), 


r du r _ U? 
n° kR ° 


Le vecteur w est montré sur la figure 11.7. 
Reste à déterminer le vecteur accélération complémentaire w, du point \. 
‘On a en vertu de la formule (11.13) | 


we —= 2[@, C}l; 


le module du vecteur accélération complémentaire se définit donc par la far- 
mule (11.14), | 

De — 2, 
parce que wr ! @. 

Pour construire le vecteur accélération er portons en M un 
vecteur équipollent à æ, et orientons-le d’après la règle de la vis à droite. On 
peut appliquer aussi la règle de Joukovski. Puisque vw, L @,, le vecteur 
vd, est déjà projeté sur le plan I; on n’a qu’à le multiplier par 2@, et le tourner 
d’un angle droit dans le sens de la rotation d'entraînement. 

Le vecteur accélération absolue w, est défini par la formule (11.14). Puis- 
que dans notre;exemple le vecteur w, est égal à la somme de deux vecteurs 
at et w£,on a 


La = UE + 0, + WP + Wes 
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Nous n'avons pas représenté la somme des vecteurs indiqués pour ne pas charger 
le dessin. Calculons les projections du vecteur accélération absolue sur les axes 
Mx, My, Mz d'après les formules (11.12): 


e 
ws = wy = Re, 


2 
= — 0% — vw ue —Roÿ— tou,  wi=0. 
Le module du vecteur accélération absolue est égal à 
——— 2 2 
va V PEU += )/ R?e+ (Roë + 2ou ) 


Exemple 11.4 Un train se trouvant à la latitude de Léningrad (60° N) 
roule exactement vers le Sud avec une vitesse de 20 m/s. On demande de savoir 
l'accélération complémentaire (fig. 11.8). 

Solution. Le mouvement d'entraînement du train M est défini par la 
cotation de la Terre. Construisons en M le vecteur vitesse angulaire de rotation 
de la Terre w, orienté sur l'étoile Polaire. La Terre faisant une révolution com- 
plète en vingt-quatre heures, on a 


: 27 D nf 
7 24.60.60 43 200 


Le module du vecteur accélération complémentai- 
re peut être calculé d'après la formule (11.14): 


We rad/s. 


w, = 20, sin 120°— 


st 
43 200 


Déterminons la direction de l’accélération complé- 
mentaire d'après la règle de Joukovski. Pro- Fig. 11.8 

jetons le vecteur vitesse relative v. sur un plan II 

perpendiculaire au vecteur @. et tournons le vecteur vf d'un angle droit dans 
le sens de rotation de la Terre. Il s’ensuit que le vecteur w, est tourné vers 
l'Est, c’est-à-dire vers le rail de gauche (fig. 11.8). 

Remarquons que si le train se trouvant en hémisphère boréal roulait vers 
le Nord, l'accélération complémentaire serait dirigée vers l'Ouest, donc tou- 
jours vers le rail de gauche. Nous laissons au lecteur le soin de le vérifier en 
appliquant la règle de Joukovski ou la règle de la vis à droite pour un produit 
vectoriel. L'effet dynamique produit par l'accélération complémentaire pendant 
la rotation de la Terre sera étudié dans le chapitre XVI, exemple 16.3. 


= 2 20 De —0,00252 m/s?. 


2.3. Accélération du point en coordonnées polaires. En terminant 
ce chapitre, proposons-nous de résoudre le problème exposé dans le 
n° 1.3 par décomposition du mouvement du point. Pour calculer 
l'accélération d'entraînement æ,, immobilisons l’anneau M sur la 
tige en mouvement de rotation, dont la vitesse angulaire et l’accé- 
lération angulaire sont 

do d?®p 


e=- 


_4p_ _d® 
dt dt? * 


(TE — 
dt ” 
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La composante tangentielle &% du vecteur accélération d’entraîne- 
ment est de module 
| d*p 
w* = Tr |£! =Fr É 
et de direction perpendiculaire au rayon polaire ; son sens est défini 
par le signe de d’/dt?. La composante normale wf a pour module 
dp }* 
dt 
et est dirigée le long du rayon polaire vers le centre © (fig. 11.9). 
Le mouvement relatif du point { est le mouvement rectiligne 
le l’anneau le long de la tige. Le module du vecteur accélération 
relative est égal à 
dèr 
dt? |° 


(A 
un =roi=r | 


WW, — 


Le module du vecteur accélération 
complémentaire est égal, d’après 
la formule (11.14), à 

6.2 ol l,1=2) | 
parce que @ ! v,. Pour connaïtrela 
direction du vecteur accélération 
complémentaire, on doit, selon la 
règle de Joukovski, tourner 
le vecteur », (contenu dans le plan Il) d'un angle droit soit dans le 
sens de rotation de la tige, c’est-à-dire dans le sens antihoraire, soit 
dans le sens inverse, suivant que dp/di est positif ou négatif. 

Le vecteur accélération absolue du point se définit par la fur- 

mule (11.11): 


? 


Fig.. 11.9 


0, = 04 + Wn + w, + us. 


Calculons ses projections sur le rayon polaire OM et la transversale 
Mo (voir fig. 11.9): 


œ dèr dp \2 

Pr Ge =r (SE) , he 
reed aqua), 
PT qt2 7 dt dt  r dt di }° 


Le module du vecteur accélération absolue est égal à la longueur de 
la diagonale du rectangle dont les côtés sont les composantes radiale 
et transversale : 


2 = V UT + Wa = 
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tot 


Exercices 


Exercice 11.1. La manivelle CD tourne autour de son axe horizon- 
tal € avec une vitesse angulaire constante wc }, — 2x rad/s et, à l’aide d’un cou- 
Jisseau D articulé sur ellé, imprime à la coulisse AB un mouvement de rotation 
autour de l’axe horizontal À (fig. 11.10}. Déterminer la vitesse angulaire de la 
coulisse AB à l'instant où elle fait un angle de 75° avec la verticale CA si AC — 
= 0,3 m et CD = 0,5 m. 

Réponse. oap = 2,on — 7,85 rad/s. 

Exercice 11.2. Le triangle OAB tourne avec une vitesse angulaire 
© = 6f? rad/s autour de l’axe OA contenu dans le plan du dessin (fig. 11.11). Le 


Fig. 11.10 Fig. 11.11 


point M parcourt l'hypoténuse du triangle de À vers B suivant la loi s = AM — 


= 124? + 0,04; BAO — 30°. Supposant qu’à l'instant { — 1 s le plan du triangle 
se confond avec le plan du dessin, calculer l’accélération absolue & du point M 
à cet instant. 


| MS MR 
Réponse. w — 3,66 m/s°, cos (w, Mz) — 0,754, cos (w, My) = 0,656, 


AS 
cos (æ, Mz) = 0,057. 

Exercice 11.3. L'avion vole suivant un méridien terrestre de l'équa- 
teur vers le pôle avec une vitesse constante de 300 m/s. Quelles sont les compo- 
santes du vecteur accélération absolue de l'avion à l'équateur ? au pôle ? Quel 
est le module du vecteur accélération totale de l'avion ? Le rayon de la Terre 
est 6370 km. 

Réponse. A l'équateur w, — 0,0337 m/s?, w, — 0,0141 m/s?, w, = 0, 
wa — 0,0478 m/s? ; au pôle we = 0, w, — 0,0141 m/s°, w, — 0,0436 m/s°?, w, = 
= 0,0458 m/s2. 


CHAPITRE XII 
MOUVEMENT COMPOSÉ DU SOLIDE 


Soit un solide mobile par rapport à un système de référence 
O'x'y'z", ce dernier étant à son tour mobile par rapport à un système 
de référence fixe Oxyz. Désignons par vy le vecteur vitesse relative 
d’un point M du solide dans son mouvement par rapport au trièdre 
O'x'y'z", et par vÿ le vecteur vitesse d'entraînement du même point 
M. Le vecteur vitesse ahsolue v%; du point M dans son mouvement 
composé est égal, en vertu du théorème de la composition des vi- 
tesses (ch. X1, n° 1.2), à la somme 

DU = CVy + Du. 

L'objet du présent chapitre est de déterminer la distribution ins- 
tantanée des vitesses des points du solide dans son mouvement com- 
posé résultant en se donnant différentes hypothèses quant au carac- 
tère des mouvements d'entraînement et relatif du solide à l’ins- 
tant donné. | 


$ 1. Composition des mouvements simples 


1.1. Composition de deux translations. Le cas le plus élémentaire 
est celui où le mouvement relatif du solide et son mouvement d’en- 
traînement, c’est-à-dire le mouvement du système de référence mobi- 
le O'x'y'z’ sont des translations (ch. VIII, $ 1). Si Le solide se dépla- 
ce en translation avec une vitesse v, par rapport au trièdre O'x'y'z" 
qui se déplace, lui aussi, en translation avec une vitesse v, par rap- 
port au système Ozxyz, le vecteur vitesse absolue de chaque point du 
solide est égal à la somme du vecteur vitesse d'entraînement v, et 


du vecteur vitesse relative tv, : 
0U = Uy + Vo. 
Puisque le vecteur vitesse absolue est le même pour tous les 


points du solide à l’instant donné, le mouvement absolu du solide 
est aussi un mouvement de translation avec une vitesse 


U = D, + Vo. 
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1.2. Composition de deux rotations autour de deux axes conecourants. 
Supposons que le mouvement admet comme composantes, à l’ins- 
tant donné, deux rotations autour d'axes instantanés avec des. 
vitesses angulaires instantanées &, et w,. Considérons le cas où les 
axes instantanés de rotation concourent en un point ©. Portons les 
vecteurs @, et @, au point O et faisons la composition selon la règle 
du parallélogramme: Q — ©, + &, (fig. 12.1). Calculons la vitesse 
de l'extrémité O, du vecteur Q@ en appliquant la formule (8.17) à 
chacune des deux rotations: 


Uoi — [@4: 00, +Io;, 00]. 


Le module de chaque terme est égal au double de l’aire du triangle 
formé par les vecteurs ©, et &@,, c’est-à-dire à l'aire du parallélo- 
gramme Ow,0,o.. Les deux vecteurs sont perpendiculaires au plan 


#4] 
| 
l 
Î 


Fig. 12. Fig. 12.2 


du parallélogramme et sont orientés de toute évidence dans les sens 
opposés. Aussi, la vitesse du point ©, est-elle nulle, de même que 
celle de O: la droite OO, est donc l’axe instantané de rotation: 
dans le mouvement résultant. 

Calculons la vitesse d’un point quelconque M du solide en appli- 
quant le théorème dela composition des vitesses (ch. XI, n° 1.2): 


Om = Loi, rl + Los, rl = {(o, + ©), r] = IQ, rl}, 


r = OM, Q — OO + O3. 


En comparant l'expression de la vitesse v avec la formule d’E u - 
le r (9.10), nous nous assurons que le mouvement instantané résul- 
tant est la rotation autour d’un axe instantané passant par © avec 
une vitesse angulaire instantanée égale à la somme des vitesses 
angulaires instantanées connues. Ainsi donc, si les directions des 
vecteurs vitesse angulaire instantanée sont concourants, ces vecteurs 
se composent selon la règle du parallélogramme. 
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Exemple 12.1. La toupie (fig. 12.2) tourne autour de son axe avec 
‘une vitesse angulaire ©. (rotation propre de la toupie), tandis que l'axe de la 
toupie tourne autour de la verticale en son point d'appui avec une vitesse angu- 
laire wo, (précession *) de l’axe de la toupie). Le mouvement résultant de la 
toupie est une rotation autour d’un axe instantané qui se confond avec la diago- 
nale du parallélogramme construit sur les vecteurs &@, et w,; la vitesse angulaire 
instantanée du mouvement résultant est égale à 


G = @y + On 


Exemple 12.2. Un petit engrenage conique (le pignon) fait le tour 
d’un grand engrenage horizontal (la roue) avec une vitesse qui correspond à nr — 
— 150 tr/mn. Le rayon de la roue est R — 20 cm; l'angle au sommet du cône 


Fig. 12.3 


du pignon est égal à 60°. On demande la vitesse angulaire de roulement ©, du 
EDEN la roue, la vitesse du point B et l'accélération du point € du pignon 
{L12. LE | 

Solution. Déterminons les axes des rotations d'entraînement, relative 
et absolue (axe instantané) du pignon. La vitesse du point € du pignon étant 
nulle, c'est la droite OC qui constitue l’axe instantané de rotation du pignon. 
L'axe de la rotation relative est la droite OA. Portons le vecteur vitesse angulaire 
d'entraînement &w, au point O. Puisque les vecteurs @, et w, viennent se couper 
en ©, construisons le parallélogramme des vitesses angulaires (fig. 12.3). Ce 
faisant, nous supposons que le pignon parcourt la roue dans le sens antihoraire 
en regardant du haut de la figure. La vitesse angulaire d'entraînement est 


Tin 

Ooe=—-——— ES | IS, 

e 30 5x r d, | 
L'analyse du parallélogramme nous donne 

+ 

"7 sin 30° 

Pour déterminer les vitesses et les accélérations absolues des points du 

pignon, assimilons le mouvement de ce dernier au mouvement d'un solide ayant 

un point fixe O (ch. IX, $ 2). Le vecteur vitesse du point B se détermine par la 


= 4107 rad/s, œ,—0 tg 60°=5 1/3 x rad/s. 


*) La précession est une appellation générale qu’on donne au mouvement 
sphérique (ch. IX, n°72.1) du solide, composé d'une rotation autour d’un axe lié 
au solide et d’une rotation de cet axe autour d'un deuxième axe qui coupe le 
premier et qui est fixe par rapport au repère adopté. Si les deux rotations sont 
uniformes, on dit que la précession est régulière. 
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formule (9.12): 
Ur — [@a, OB); 
son module est égal à 
ve = GaBD = 5V3x-0,1 V3 = 4,71 m/s, 


où BD est la distance qui sépare Z de l’axe instantané. Le vecteur vitesse de B 
est dirigé perpendiculairement au plan du dessin (au-delà). 

Avant de déterminer les accélérations des points du pignon, on doit cal- 
culer l'accélération angulaire du pignon dans son mouvement absolu : 


do 
FAT TA 


L'extrémité À du vecteur &, décrit une circonférence de rayon w, dans le plan 
horizontal. Celle-ci est l’hodographe du vecteur vitesse angulaire du pignon. 
Le vecteur &, lui-même tourne autour de l'axe vertical avec la vitesse angulaire 
w,. L'accélération angulaire du pignon est égale à la vitesse de mouvement du 
point ÆÀ de l’hodographe de la vitesse angulaire : 


ea = vr= Oo = 515 V3n — 25 V'3nt rad/s? 


et est dirigée du point © perpendiculairement au plan du dessin {en deçà). 
Le vecteur accélération du point € du pignon se calcule à l’aide de la formule 
(9.17): 

we = [sy, QC]. 


La seconde composante dans la formule (9.17) — l'accélération axipète — est 
nulle pour €, car le point € appartient à l’axe instantané (R — 0). Puisque les 
vecteurs €, et OC sont perpendiculaires, le module du vecteur accélération est 


we = E€,0C = 25 y 3 n2.0,2 — 85,5 m/s2. 


w. est dirigé verticalement vers le haut, d’après la règle de la vis à droite pour 
un produit vectoriel. 

Le cas examiné est un exemple d'application courant de la précession régu- 
lière (voir le renvoi en bas de la page 224). 

Exemple 12.3. La figure 12.4 représente un différentiel à engrenages 
coniques. Les planétaires 7, 11 de rayons R,, R, tournent autour de leurs axes 
verticaux avec des vitesses angulaires w,, w,. Le bras porte-satellites 7/7 touril- 
lonne autour d’un axe vertical et porte un train de satellites ZV monté fou, cons- 
titué de deux roues satellites solidaires de rayons ra, r,. Déterminer la vitesse 
angulaire ©, de rotation du bras porte-satellites et la vitesse angulaire ©, du 
train de satellites par rapport au bras. 

Solution. Les vecteurs vitesse absolue des points M., M, des plaué- 
taires 7, ZI sont de modules respectifs 


mu = R; | @ |, Ue = Ra @ol, 
et leurs projections sur les axes du système de coordonnées mobile Ozx'y’z sont 


Considérons maintenant le mouvement du train de satellites en l’assimi- 
Jant au mouvement d’un solide autour d’un point fixe O. Il se décompose en 
deux mouvements : 

— mouvement d'entraînement: rotation du bras porte-satellites avec la 
vitesse angulaire w,k ; 

— mouvement relatif : rotation du train de satellites avec la vitesse angu- 
laire «,7'. 


15—-01146 
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Les deux axes instantanés se rencontrant en ©, le vecteur vitesse angulaire 
absolue &, du train de satellites est égal à 


——- 


Les vitesses des points A, et M, du train de satellites se définissent par la for- 
mule (9.12). Comme l’abscisse de chacun de ces deux points est égale à zéro, le 
vecteur vitesse de chaque point s'écrit 


L j kK 
v—{6, rl=) 0 ©, @e |—(0,;2—o0ey)t, 
O  y' 2 
si bien que 
Ver = Or — Oey'; De =t, 0. {) 
Pour M,onay{—=R,,z = rs; pour Moon à y = R:, 29 — —ra. Portant ces 


valeurs dans . \ et éga ant à (4), on obtient un système de deux équations algé- 
briques linéaires en ©, et w,: 


RiQe — T3Or — R;@, RO TaQ — RO. 
La solution de ces équations fournit là réponse: 


RiraOs + Roraa RiR2 (O3— 4) 


OL D; — 
… RiratRirs ’ DE 7 Rira+ Rora 


Nous avons partout utilisé les valeurs algébriques des vitesses angulaires. 

La solution reste valable si les planétaires 7, ZT tournent dans les sens oppo- 
sés, auquel cas w, et &, ont les signes différents. Les signes des vitesses angulai- 
res cherchées Ge, &- définissent le sens de rotation 


du bras porte-satellites et du traïn de satellites Z 
dans son mouvement relatif. nr, 


1.3. Exemple de mouvement hélicoïdal ” 
du solide. Considérons un mouvement qui À 
se compose de la rotation du solide autour 
d'un axe fixe avec une vitesse angulaire 
con-tante w, et de sa translation rectiligne 
uniforme avec une vitesse w parallèle à ©. 
On ne s'attache pas à savoir laquelle des 
composantes représente le mouvement d’en - 
traînement et le mouvement relatif, car ce- 
la n'a aucune importance pour la distribu- Fig. 12.5 
tion instantanée des vitesses. 

Le vecteur vitesse absolue du point M (fig. 12.5) est égal à la 
somme des vecteurs vitesse de M dans ses deux mouvements compo- 
sants. À l’aide de la formule (8.17), mettons le vecteur vitesse abso- 
lue du point M sous la forme 


Un = {®, rl+u. (12.1) 


Construisons sur la figure 12.5 les composantes du vecteur vy. 
Adoptons l'axe de rotation comme axe Oz et désignons par x, y, = 
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les coordonnées du point Â{ par rapport au système fixe. On a alors 
© —= ok, u — uk, r = xt + y] + zk, 
où ë, j, k sont les vecteurs unités des axes Ox, Oy, Oz. La formu- 
le (12.1) se laisse développer comme suit: 
i j k 
0 =|0 O0 @l+Luk= —oyi+oxj +uk. 
TU Z 


Il s'ensuit que les projections du vecteur vitesse absolue du point 
M sur les axes de coordonnées sont 


VU = —oy, VA — EX, vM = y. (12.2) 


Le module du vecteur vitesse du point M est égal à 
ou VO + QG VRE Fur, (12.3) 


où R — V/ x? + y? est la distance du point M à l’axe de rotation. 
La formule (12.3) se laisse d’ailleurs établir de façon immédiate: il 
suffit de se rappeler que les composantes {@, r] et & de v;:, sont per- 
pendiculaires entre elles et que leurs modules sont &R et uw respecti- 
vement. 

Passons à la description géométrique du mouvement. Pendant 
toute la durée du mouvement, je point M reste sur la surface d'un 
cylindre circulaire droit (fig. 12.5). Si ce point se trouve à l'instant 
considéré sur une génératrice du cylindre, il La rencontrera de nouveau 
au bout d’un temps 7? — 2x/w tout en se déplaçant sur cette géné- 
ratrice d'une distance 


ne (12.4) 
> D) 
appelée pas de l'hélice. Le rapport 
p=— (12.5) 


s'appelle paramètre ou flèche de l’hélice. Il ressort des deux dernières 
formules que 
h — 2np. 


Etant donné que v, — dx/dt, etc., les formules (12.2) se laissent 
mettre sous la forme 


dx dy dz 
dt Pr OUR dt = OX, dt = U (12.6) 
et interpréter comme un système d'équations différentielles relati- 
vement aux coordonnées d’un point mobile. Pour une position dé- 
terminée du point mobile M, à l'instant t — 0, ces équations admet- 


145” 
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tent la solution 


z = R cos ot, y = R sin ot, Su. (12.7) 


On le vérifie aisément en faisant la dérivation et en substituant les 
valeurs obtenues dans les équations (12.6). 

Cette solution, qui représente les équations paramétriques du mou- 
vement hélicoidal de A7, a été étudiée dans l'exemple 7.2. En vertu 
de la formule (12.4) on a u — œh/(2x). La vitesse du point et la lon- 
gucur de l’arc de trajectoire ont été calculées dans l'exemple 7.3. 


$ 2. Composition des rotations autour de deux axes paralièles 


2.1. Rotations parallèles de même sens. Considérons le cas où lu 
mouvement d'entraînement et le mouvement relatif du solide repré- 
sentent, à l'instant donné, des rotations autour de deux axes paral- 
lèles. | 

Supposons d’abord que les vecteurs vitesse angulaire instantanée 
@,, &, sont parallèles de même sens (fig. 12.6). Le mouvement résul. 

tant sera plan, car les vitesses de tous les 
a points d’une droite parallèle aux axes instanta- 
nés seront égales. I] suffit donc d'étudier la 
distribution instantanée des vitesses dans un 

w, plan IT perpendiculaire à ©, et w,. Supposons 

w, que le plan II vient couper les supports des 
vecteurs @, et w, aux points ©, et O,. Pour 
simplifier les choses, nous retiendrons ces 


Û, (A 0, points comme origines des vecteurs glissants 
@, et oo». 
Fig. 12.6 Les vecteurs vitesse &,, v., d'un point du 


segment 0,0, engendrés par les rotations ins- 
tantanées données seront de sens opposés. Cherchons sur 0,0, un 
point €” dont la vitesse soit nulle, c’est-à-dire un point pour lequel 
soit vérifiée l'égalité v, — v,. Or, v, = 0,C'o, et v, = 0,C'o2, donc, 


O,C' O9 
OC" =— oo . (12.8) 
La vitesse du mouvement résultant est encore nulle pour chacun 
des points de la droite passant par C” et parallèle à &, et @,. Par 
conséquent, le mouvement résultant est une rotation autour de cet 
axe instantané. Cherchons le module du vecteur vitesse angulaire 
instantanée Q, La vitesse du point O, est de module 


vos = 010,04; 
d'autre part, on a 
0 = 0:€°6, 
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d'où 
CO — 


O103 … _ OC'+C'O3 OC" 
OC AT 0,C’ 17 | OC" 1) pi à 
Substituant à ce dernier rapport sa valeur tirée de (12.8), on ohtient 


en définitive 


= ( = . 1} O4 = @4 + Oo. (12.9) 


Ainsi donc, dans le cas où les mouvements d'entraînement et re- 
latif du solide sont des rotations de même sens autour de deux axes 
instantanés parallèles avec des vitesses angulaires @,, @,, le mou- 
vement absolu du solide est une rotation avec une vitesse angulaire 
instantanée Q@ — @, + w,. L'axe instantané de la rotation résul- 
tante est contenu dans le plan des vitesses angulaires instantanées 
&. et &w., est parallèle à celles-ci et partage intérieurement la distance 
entre elles en parties inversement proportionnelles à leurs modules 


(voir (12.8)). 


Exemple 12.4 Le mécanisme représenté sur la figure 12.7 est composé 
de deux engrenages 1, 17 de rayons r., r, reliés par un basculeur OO’ qui tourne 
avec une vitesse angulaire w. L'engrenage 7 est fixe, l'engrenage 77 est monté 
fou sur l'axe O0’ du basculeur. Calculer la vitesse angulaire absolue ow£ de l’engre- 
nage JT et sa vitesse angulaire par rapport au basculeur. 

Solution. Le point €’ de l’engrenage ZI est immobile à l'instant donné, 
car c’est son point de contact avec l’engrenage fixe 7. Ce point représente le 


Fig. 12.7 


centre instantané des vitesses de l’engrenage 17; autrement dit, le point C" 
est situé sur l’axe instantané de rotation de l’engrenage ZI. 

La rotation du basculeur sera assimilée au mouvement d'entraînement de 
l'engrenage {1. Construisons les vecteurs vitesse angulaire d'entraînement o, 
vitesse angulaire relative æ% et vitesse angulaire absolue of de l’engrenage ZJ 
perpendiculairement au segment 00’. D'après les formules (12.8) et (12.9) 


O œ r 


et nous obtenons les expressions de &£ et w% en fonction de @: 


Tr T: 
— PL RE 


Te To Fo 
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2.2. Rotations parallèles de sens opposés. Supposons maintenant 
que les vecteurs vitesse angulaire instantanée ©,, @, sont parallèles 
ét de sens opposés. Admettons, par analogie avec la figure 12.6, que 
le plan des vecteurs &,, @, est celui du dessin et traçons la droite 
d'intersection de ce plan et du plan Il perpendiculaire à ©, et ©, 

(fig. 12.8). Soit w,  w,; pour fixer les 

%e idées, supposons que @, << &,. Les vec- 
a teurs vitesse (dans les rotations instan- 

tanées) v,, v, d'un point M extérieur 

au segment 0,0, seront de sens oppo- 


4} sés. Pour le point C’ Ia vitesse absolue 
| 0 £” _est nulle si C'O,w, — C’O,o ou 
CO __ ® 
Fig. 12.8 


Puisque ce rapport est supérieur à {, on 
a C"O, >> C’Os. La droite passant par C’ 
et parallèle aux vecteurs &w,, æ@, est l’axe instantané de rotation 
dans le mouvement résultant. Déterminons le vecteur vitesse an- 
gulaire instantanée Q de ce mouvement. Le module du vecteur 
vitesse du point ©, s’écrira 


VO» nn 0,0,0, —_— C'O.,Q, 
d’où 
003... CO=COs CO: 
GONE Cas AT (Tor — 1}. 


Substituant à ce dernier rapport sa valeur tirée de (12.10), on obtient 
définitivement 


Ge (5e ] 4 =0,—0.. (12.11) 


Ainsi donc, dans le cas où les mouvements d'entraînement et re- 
latif du solide sont des rotations instantanées parallèles de sens oppo- 
sés avec des vitesses angulaires ©, et w, telles que @, > ©@,, le mou- 
vement absolu du solide est une rotation avec une vitesse angulaire 
instantanée Q — &@, + w,. Cette dernière égalité veut dire en l’oc- 
currence qu'on à Q — wo, — w, et que le vecteur vitesse angulaire 
instantanée Q est de sens de celui des vecteurs vitesse angulaire 
composants qui à le plus grand module. L’axe instantané de la rota- 
tion absolue est contenu dans le plan des vecteurs vitesse angulaire 
instantanée ©, et ©, est parallèle à ces vecteurs et partage extérieu- 
rement la distance entre eux en parties inversement proportionnelles 
aux modules (voir (12.10)). 


Exemple 12.5. Le réducteur de vitesse représenté sur la figure 12.9 
est constitué par trois engrenages 7, T1, III de rayons r;, ro, Ta = r1 + àro 
et un basculeur 00". L’engrenage 7 tourne autour de l’axe fixe O ; l’engrenage ZI 
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est monté fou sur le basculeur OO” et se trouve en prise avec l’engrenage J et 
l'engrenage fixe 77, Quelle doit être la vitesse angulaire © de rotation du bas- 
culeur pour que la vitesse angulaire de rotation de l’engrenage Z soit égale à w, ? 
Quelle sera dans ce cas la vitesse angulaire w3 de l’engrenage Z7 dans son mouve- 
ment relatif par rapport à l’engrenage J ? 

Solution. Le point C’ est le centre instantané des vitesses de l’engre- 
nage 11; autrement dit, il est situé sur l'axe instantané de rotation de l’engre- 


à 


Fig. 12.9 


nage ZI. Construisons les vecteurs vitesse angulaire d'entraînement ©, vitesse 
angulaire relative @5 et vitesse angulaire absolue @% de l'engrenage 71 perpen- 
diculairement au segment OC". D'après les formules (12.10) et (12.11) 


r @ 
2 a r 
+2 r ? Gi . | 
FT és w5 
et nous obtenons les expressions de &5 et «3 en fonction de «: 


Yi + 2r Tr +2r rar 
Hs, qe Dem nr 


Le module du vecteur vitesse absolue du point de contact M des engrenages / 
et ZI s'écrit 
Vas — reW8 = 2 fr; L re) W. 
D'autre part, on a dans la rotation de l'engrenage 7 
Un — TiOe 
Egalant les expressions de v,,, on obtient 
ri 
—————— 
2 (r1+ ra) : 
r__ T1 +èra a — (ri + 2re) Fr 
= ———? 5 + 


ra — Zrefitr) 


Les modules de ces vecteurs vitesse sont calculés en supposant que les sens des 
rotations sont ceux de la figure 12.9. 


br — 
et finalement 


oO 


2.3. Couple de rotations. Il reste à considérer le cas où les vecteurs 
vitesse angulaire instantanée des mouvements composants sont pa- 
rallèles, de sens opposés et de modules égaux: @, — —@, (wo, — 
— @2 — @). Un tel ensemble de mouvements composants est désigné 
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sous le terme de couple de rotations. Quel est le mouvement instantané 
engendré par un couple de rotations? 
Calculons le vecteur vitesse d’un point M du solide (fig. 12.10): 


om = 10, AM] + {—o, BM] — le, AM — BM] = [ow, AB. (12.12) 


Puisque le vecteur vy est indépendant des coordonnées de AZ, 
tous les points du solide ont même vitesse à l'instant donné. Cela 
revient à dire que le mouvement instantané résultant est une transla- 
Lion. | À 
Il ressort de (12.12) que la direction du vecteur vitesse de la 
translation résultante est perpendiculaire aux vecteurs © et AB, 
c'est-à-dire perpendiculaire au plan du 
couple de rotations, et que l'orientation 
de ce vecteur est définie par la règle de 
la vis à droite. Quant au module, il est 
égal à l'aire du parallélogramme cons- 
truit sur les vecteurs wo et AB: 


U — A, (12.13) 


où À est la distance entre les vecteurs © 
et —w, dite bras de levier du couple de 
rotations. Le vecteur v, vecteur vitesse d’une translation instanta- 
née, est un vecteur libre: on l'appelle aussi vecteur moment du cou- 
ple de rotations. 

Inversement, toute translation de vitesse v se laisse représenter 
sous forme d’un couple de rotations dans lequel: 

— le plan est perpendiculaire à v; 
._ — le bras de levier et les modules des vitesses angulaires véri- 
fient la condition (12.13); 

- l'orientation des vecteurs obéit à Ia règle de la vis à droite. 

Grâce au fait que toute translation se laisse réduire à un couple 
de rotations, on peut, en étudiant les mouvements composés, consi- 
dérer seulement des rotations. 


Fig. 12.10 


Exemple 12.6. Soit une roue mobile en rotation autour d’un axe hori- 
zontal fixe. Une tige O’A est suspendue à la jante de la roue au moyen d’une arti- 
culation cylindrique, de manière à rester verticale pendant la rotation de la 
roue. Déterminer la nature du mouvement et les vitesses des points de la tige 
O'A si la roue tourne avec une vitesse angulaire constante & >> O (c’est-à-dire 
dans le sens antihoraire). 

Solution. On voit sur la figure 12.11 quatre positions de la tige O’A 
pour quatre angles de rotation de la roue décalés de s/2. Adoptons l'articulation 
O0’ comme pôle et considérons la rotation de la tige autour de O0’ comme mouve- 
ment relatif. Pour mieux comprendre cette dernière convention, imaginons que 
les positions 7, II, III, IV de la tige sont rapportées à une même position de 
l'articulation 0’. Dans ce cas, pendant un tour complet de la roue, la tige O'A 
aura fait également un tour complet autour de son articulation 0’, mais dans le 
sens rétrograde. Cela explique précisément pourquoi le mouvement relatif de 
la tige est une rotation de vitesse angulaire —«. Construisons le vecteur rota- 
tion d'entraînement © et le vecteur rotation relative instantanée —0. 
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Les mouvements composants du mouvement absolu de la tige OA équi- 
valent donc à un couple de rotations; par conséquent, le mouvement résultant 
(absolu) de la tige est une translation. Son vecteur vitesse instantanée v est égal 
au vecteur moment du couple de rotations (voir fig. 12.11). Le module + est 
égal à wA, où R est le rayon de la roue faisant office de bras de levier du couple 
de rotation. | 

Le fait que le mouvement de la tige O’A soit une translation résulte d’ailleurs 
immédiatement de la verticalité u segment 0’4 en mouvement plan. La vitesse 


I ‘ 
Pad n 
I pee — }V en: 
Î -0 
Fig. 12.11 


de translation de la tige se définit par la vitesse de son point quelconque, par 
exemple de 0’. Le point O’ entraîné dans le mouvement de rotation de la roue 
a une vitesse oR dirigée suivant la tangente à la jante. Notre but était de mon- 
trer, à l’aide d’un exemple fort simple, qu'un couple de rotations est. équiva- 
lent à une translation. | 


Exercices 


Exercice 12.1. Un cylindre creux de rayon 2r tourne autour de son 
axe de symétrie fixe avec une vitesse angulaire constante & (fig. 12.12).f Un 
second cylindre de rayon r roule sans glisser sur la surface intérieure du premier 


Fig. 12.12 


avec une vitesse angulaire relative constante —@, (0 < &@, < o). Définir 
l'accélération d'un point A du petit cylindre, qui se trouve, à l'instant consi- 
déré, sur l’axe du grand cylindre. | 

Indication. Prendre le point O0’ comme pôle. Calculer v4" — v£.,,+ 
+ 0%, = r (6 + &) et wo’ —= vh./r. Connaissant la vitesse angulaire absolue 
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du petit cylindre Q — «© — «., déterminer l'accélération de M par rapport 
à O0’. (Pourquoi les deux vecteurs accélération introduits n’admettent que 
des composantes normales ?) Déterminer ensuite le vecteur accélération totale 
du point A en se servant de la formule (10.8). 

Réponse. wmy — 4ow;r, le Vecteur wy étant dirigé à partir du point O”. 

Exercice 12.2. Le cône À (fig. 12.13) roule autour du cônc fixe B 
‘en faisant n — const tours par minute. Déterminer les vitesses angulaires 
d'entraînement &,, relative w, (autour de l'axe 00.) et absolue w, du cône 4, 
ainsi que son accélération angulaire &. 

Indication. L'axe instantané de rotation du cône À se confond 
avec la génératrice OC commune aux deux cônes. Par définition, w,— nn/30 rad/s. 


Fig. 12.14 Fig. 12.15 


Trouver &, et ©, dans le triangle des vitesses angulaires. L'accélération angu- 
daire & de 4 est égale à la vitesse de l'extrémité du vecteur @,. 
Réponse. &,—nny 3/30 rad/s, w, — nn/15 rad/s, e — w,0, = 
= nn? y 3/900 rad/s?; le vecteur € est dirigé perpendiculairement au plan 
du dessin, en deçà de celui-ci. 4 
Exercice 12.3. Un cône circulaire droit d'angle au sommet 28 roule 
sans glisser sur un autre cône circulaire d'angle au sommet 24. Dans ce mouve- 
ment. l'axe de symétrie du cône mobile tourne autour de l’axe de symétrie du 
cône fixe avec une vitesse angulaire constante @, (fig. 12.14). Trouver les vites- 
ses angulaires absolue w, et relative w,. du cône en rotation. 
sin (4 + f) sin & 
sin 2% nf 
Exercice 12.4 Un disque de rayon À, dont le plan fait un angle & 
avec la verticale, roule sans glisser sur un plan horizontal en décrivant une 
circonférence sur ce plan. Dans ce mouvement, l’axe du disque passe en per- 
manence par le centre O de la circonférence décrite (fig. 142.15). Déterminer 
les vitesses angulaires absolue ©, et relative w, de rotation du disque et la 
vitesse v, de son point supérieur D, sachant que le centre O0’ du disque décrit 
une circonférence avec une vitesse de module constant vs’. 


Réponse. @; — Oz 
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Indication. Construire le triangle des vitesses angulaires et définir 
@, et o,;en fonction de @.. Pour calculer ©, appliquer la formule v," — 
— O0". 
r VO’ lO* 
RÉDOUSRS M So Re 

Exercice 12.5. Le disque AB toume avec une vitesse angulaire 
constante w, autour d’un axe UD qui passe par son centre 0’, tandis que l'axe 
OD lui-même tourne dans le même sens autour d’un axe vertical OE avec une 
vitesse angulaire constante w, (fig. 12.16). Le rayon du disque est R, l'angle 
entre les axes est &«, O0’ — a. Déterminer la vitesse v,, du point le plus bas 
du disque. 

Indication. Le disque effectue un mouvement composé qui com- 
prend deux rotations instantanées avec les vitesses angulaires w, et æ,. Déter- 
miner les vitesses d'entraînement vf, et relative v, du point B et appliquer 


le théorème de la composition des vitesses. 

Réponse. vp — (asina + R cos &) ©: + Ro. 

Exercice 12.6. La tige OA de longueur 2a tourne dans le sens anti- 
horaire dans le plan du dessin autour de son extrémité fixe © avec une vitesse 


: Un = 2Vp". 


Fig. 12.16 Fig. 12.17 


angulaire constante Q (fig. 12.17). Une roue de rayon a montée folle sur l’extré- 
mité À de la tige tourne dans le même plan mais en sens horaire avec une vitesse 
angulaire constante (—w) par rapport à la tige. Déterminer l'accélération 
absolue d’un point matériel M qui se déplace sur la jante de la roue dans le 
sens antihoraire avec une vitesse de module constant x à l'instant où M se 
situe à l’aplomb de la tige. 

Remarque. Envisager séparément le cas où @ = Q. 

Indication. Le mouvement d'entraînement du point M est déter- 
miné par le mouvement plan de la roue. Prenant 4 comme pôle, on a w4 = 
— wË — 2aQ?; la vitesse angulaire de la roue en mouvement absolu est égale 
à Q — «wo, aussi l'accélération du point M de la roue par rapport au pôle A 
est-elle égale à a (Q — w)}? et dirigée parallèlement à l’axe Oy. On à en somme 


w$ == 2aQ2, u$, — a (S — w}. 
L’accélération relative de M est w,. — wÿ — u*/a. Enfin, en construisant le 


vecteur accélération complémentaire de M, on s'assure que w, = w£ = 2u (Q — 
vi &). 
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Réponse. uÿ— 2aQ2, w9=— < [a (Q — ©) + uf?, wi — VE + (w$)°. 


Remarque. Dans le cas où @ — Q, le premier terme de la somme 
entre crochets dans l'expression de w£ s’annule. En effet, dans le cas envisagé 
(un couple de rotations !) la roue effectue un mouvement de translation suivant 
une circonférence avec une vitesse de module constant 2aQ {module du moment 
du couple de rotations) et une accélération de module constant (2aQ)2/2a — 
— 2aQ? et de direction Oz. Quant à l'accélération du point M mobile sur la 
jante de la roue qui ne tourne pas, elle est de module ?/a et de direction paral- 
lèle à l'axe Oy. 

Exercice 12.7 (Chasles). Montrer que le mouvement instantané 
du solide peut entre décomposé, dans le cas général, d'une infinité de façons 


Fig. 12.18 


en deux rotations instantanées de vitesses angulaires @ et @, l’axe de l’une 
de ces rotations passant par un point arbitraire O’ du solide. Montrer que le 
ne du tétraèdre construit sur les vecteurs © et Q ne dépend pas du procédé 
choisi. 

Indication. Conformément à la formule d'Euler, on a pour le cas 
général de mouvement du solide 


Dy=0vo +[oe, r'] (r'—=0'M). 


Nous avons vu dans le n° 2.3 que toute translation instantanée de vecteur 
vo’ se laisse remplacer par un couple de rotations instantanées de vitesses 
angulaires Q@, —-Q’ (voir fig. 12.18). Il ne reste qu'à remplacer deux rotations 
instantanées de vecteurs @ et —Q"’ par une rotation unique. Le volume cherché 
Y du tétraèdre est égal, en veriu de (1.18), à 


Vo À (ra Oh Qi = (fr O1 @)+ 


{ 1 

+ ([r4+ Q], —Q = vo”: @) +0—const. 
Remarque. Vérifier que dans tous les cas particuliers de mouve- 

ment du solide, le tétraèdre en question se réduit soit à une figure plane, soit 

à un point. 


l 
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INTRODUCTION À LA DYNAMIQUE 


4. Objet de la dynamique. Comme nous l’avons dit dans l’Intro- 
duction à ce cours, la dynamique s'occupe du mouvement mécanique 
des corps matériels en liaison avec les facteurs qui conditionnent ce 
mouvement. Les facteurs en question sont l'interaction mécanique 
des corps (mesurée en unités de force, voir ch. I, n° 2.2), la proprié- 
té d'inertie des corps et la présence des liaisons imposées aux corps. 
La dynamique étudie les lois fondamentales du mouvement mécani- 
que des corps matériels ; quant aux différents types de mouvement, 
ils sont examinés en vue d'expliquer l’application des lois fondamen- 
tales à des problèmes particuliers. 

Toute force appliquée à une particule matérielle, c'est-à-dire à 
un corps relativement petit, lui communique une certaine accéléra- 
tion. Nous étudierons l’effet accélérateur de la force : c'est la raison 
pour laquelle les forces elles-mêmes seront appelées accélératrices, se- 
lon le terme de I. Newton. Cela ne veut pas dire pourtant que 
nous étudions des forces autres qu'en statique. La notion de force 
accélératrice est opposée par exemple à la notion de force vive que 
Leibniz proposait de mesurer par mv° (m étant la masse et v la 
vitesse de la particule). De même, la notion de force d'inertie (voir 
ch. XX, n° 1.1) est une notion fictive quand il s’agit des lorces 
appliquées au solide, c’est-à-dire qu’elle est également opposée à 
la notion de force accélératrice considérée comme mesure d'action 
mécanique exercée par d’autres Corps sur la particule (corps) en 
question. 

Etudiant les forces, la mécanique fait abstraction de leur nature 
physique. La mesure statique d’une force se réduit à l’application 
d’une deuxième force qui équilibre la première. Tel est par exemple 
le principe du dynamomètre où la force à mesurer se voit équilibrée 
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par la force élastique du ressort. La valeur de la force est lue sur nue 
échelle graduée. 

Nous utiliserons partout le système international SI dont on 
trouve les principes dans le n° 2.3 du chapitre I ; sa liaison avec le 
système d'unités industriel est décrite dans le même paragraphe. 
Rappelons que l’unité SI de Ja force est le newton (N}: c’est la force 
qui communique à une masse égale à celle du prototype internatio- 
nal du kilogramme une accélération égale à 1 m/s. 

Dynamiquement, la force a pour mesure l'accélération qu’elle 
engendre. On comprend donc que la valeur de la force est étroite- 
ment liée avec la masse du corps qui définit son inertie. Il nous 
semble utile de définir la notion de masse plus tard, en abordant 
l'étude des lois de la mécanique classique qui portent le nom de New- 
ton (voir ch. XIII, n° 1.1). 


2. Petit historique. L'apparition de la dynamique date de la basse Renaiïis- 
sance (XVI® siècle). C'était l’époque où la résolution des problèmes de la dyna- 
mique devenait indispensable pour des buts pratiques. D'autre part, on com- 
mençait à comprendre que la nature du mouvement mécanique des corps ne 
pouvait plus être expliquée par un raisonnement de caractère purement spé- 
culatif, à la manière du grand penseur d’Antiquité Aristote (384-322 
avant notre ère) et de ses disciples: Héron d'Alexandrie (It siècle 
de notre ère) et autres. La spéculation devait céder la place aux observations 
systématiques et aux expériences. Les premiers pas dans cette voie furent faits 
par Nicolas Copernic (1473-1543) et Johannes Kepler 
(1571-1630) qui se consacrèrent à l'étude du mouvement des planètes, donc 
à la mécanique céleste. Par le dépouillement des observations nombreuses et 
fort minutieuses de l’astronome T ycho Brahe (1546-1601), Kepler 
réussit à dégager par voie empirique trois lois objectives qui régissent le mouve- 
ment non perturbé des planètes autour du Soleil, Plus tard, en 1687, Newton 
déduira les lois de Kepler par voie théorique à partir des principes de la mécani- 
que classique et de la loi de l’attraction universelle, donnant à ces principes 
une confirmation expérimentale de plus. 

Le plus éminent précurseur de Newton fut Galileo Galilée (1564- 
4642). Ses traités dans lesquels il se ralliait au système de mouvement des 
planètes de Copernice, hérétique aux yeux de l’église, lui valurent en 
1633 le tribunal de la Sainte Inquisition. En dynamique, Galilée découvrit 
les lois de mouvement des corps lancés ou tombant en chute libre. Nous rencon- 
trons dans ces lois un premier énoncé de la loi de l’inertie et de la deuxième 
loi de Newton pour les forces accélératrices. 

Les lois d'oscillation du pendule mathématique circulaire, esquissées 
par Galilée, furent formulées par Christiaan Huygens (1629- 
1695) et Robert Hooke (1635-1703). 

Publiés en 1687, les Philosophiae naturalis principia mathematica de Isaac 
Newton (1643-1727) allaient constituer une œuvre de fond dans le dévelop- 
pement de la mécanique. Les Principia contiennent les trois lois fondamen- 
tales de la mécanique dont nous donncerons l’énoncé un peu plus tard. On y trouve 
en outre toute une série de corollaires et de problèmes résolus sur le mouvement 
des points matériels soumis à des forces connues, principalement les forces 
d'attraction et les forces de résistance du milieu. Grand naturaliste, Newton 
est connu aussi pour ses découvertes fondamentales en optique et en analyse. 

Le développement rapide de la mécanique rationnelle après Newton 
s'explique en grande partie par la mise en œuvre d’un appareil mathématique 
approprié, surtout des méthodes d'analyse. Sur ce chapitre, il convient de 
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citer en premier lieu Leonhard Euler (1707-1783) qui laissa de nom- 
breux ouvrages de mécanique, parmi lesquels la Mécanique, ou science du mouve- 
ment exposée analytiquement (1736). 

Newton laissa sans solution certains problèmes liés à l'écriture des 
équations différentielles du mouvement. Ces difficultés furent levées en grande 
partie par Jean Le Rond d'Alembert (1717-1783) et Louis 
Lagrange (1736-1813). L'ouvrage de Lagrange ïntitulé Mécanique 
analytique (1788), écrit dans un style purement analytique, exerça une influence 
considérable sur le développement de la mécanique au XIX® siècle. Les bases 
physiques de la mécanique rationnelle y étaient reléguées au second plan, 
à tel point que tous les chercheurs d'Europe occidentale considéraient, à cette 
époque-là, la mécanique rationnelle comme un domaine des mathématiques 
appliquées. Or, un tel oubli du contenu physique, quelque riches que fussent. 
les résultats analytiques obtenus, ne pouvait se prolonger infiniment. Il con- 
vient de noter tout spécialement que les mécaniciens russes ne se laissèrent. 
pas tenter par une telle abstraction abusive. 

Le fondateur de l’école russe de mécanique analytique fut M. Ostro- 
gradski (1801-1862). Parmi ses contemporains, l'éminent mathématicien, 
P. Tchébychev (1821-1894) fut en même temps un des créateurs de la 
théorie moderne des mécanismes et des machines. Tchébychev attachait. 
une grande importance au rapprochement de la théorie et de la pratique. II 
écrivait: « Se rapprochant de la pratique, la théorie apporte des résultats avan- 
tageux, et la pratique n'est pas seule à y gagner; les sciences mêmes s’épanouis- 
sent sous son influence : elle leur découvre de nouveaux objets d'étude ou des 
côtés nouveaux dans les objets connus depuis longtemps ». Tchébyche v 
imagina plus de quarante mécanismes nouveaux, y compris les mécanismes. 
à mouvement intermittent qui trouvent un large emploi dans les automatismes. 
d'aujourd'hui. 

En 1888, l’Académie des sciences de Paris lançait un concours de la meil- 
leure étude théorique sur le mouvement d'un solide autour d’un point fixe. 
Il s'agissait de l’un des problèmes les plus ardus de la dynamique, qui attirait. 
les plus éminents mécaniciens: Euler, Lagrange, Poinsot, 
Poisson et d’autres. L'unique prix du concours fut décerné à Sophie. 
Kovalevskaïa (1850-1891) pour la découverte du dernier cas général 
possible du mouvement indiqué. Après Kovalevskaïa, le même pro- 
blème préoccupa de nombreux savants russes: N. Joukovski, D. Bo- 
bylev, A. Liapounov, P. Voronets, V. Steklov, D. Go- 
riatchev, $S. Tchaplyguine et d'autres. 

Dans le $ 2 du chapitre XXIII, nous parlerons des grandes découvertes: 
de K. Tsiolkovski (1857-1935) et de I. Mechtcherski (1859-1935) 
en théorie du vol spatial. 

Avant de terminer ce bref historique, nous indiquerons l'ouvrage qui 
fit naître le plus grand nombre de travaux scientifiques: c’est le Problème 
général de stabilité du mouvement de Liapounov (1857-1918). La théorie. 
de la stabilité du mouvement de Liapounov fut appliquée dans les recher- 
ches des auteurs soviétiques et étrangers sur la théorie des vibrations, dans. 
le domaine de l’automatique, ainsi que dans de nombreux autres domaines 
de la science et de la technique. Un grand mérite en revient à N. Tchétaïev 
(1902-1959), chef de l’école soviétique de mécanique analytique dans les années 40. 


CHAPITRE XIII 
MOUVEMENT DU POINT MATÉRIEL LIBRE 


$ 1. Lois fondamentales de la mécanique classique 


1.1. Lois de Newton. Le mouvement mécanique est le déplace- 
ment d'un objet matériel par rapport à d’autres objets qui se produit 
dans le temps, si bien que tout mouvement est relatif à nos yeux. 
En effet, s’il n’y avait dans l'espace infini qu'une particule maté- 
rielle et une seule, on nc pourrait pas dire si la particule se déplace 
et de quelle manière, car il serait impossible de déterminer sa posi- 
tion. Newton, fondateur de la mécanique classique, a postulé l’exis- 
tence de l’espace absolu (référentiel fixe) et du temps absolu, à 
l’aide desquels on détermine Le mouvement absolu. Or, Newton lui- 
même comprenait probablement que ces postulats ont un caractère 
limité (voir Introduction à la cinématique, n° 3). 

Pour établir une relation entre le référentiel fixe et le temps ab- 
solu d'une part et les phénomènes du monde physique d'autre part, 
remarquons que les changements de position relative des étoiles 
observées sur le ciel sont si petits qu'on arrive à peine à les enregis- 
trer en l’espace d’un an, même avec les méthodes de mesure con- 
temporaines. C’est pourquoi les étoiles sont souvent appelées immobi- 
Les, à la différence des planètes. | 

Pour déterminer le mouvement absolu des objets matériels, 
imaginons un système de référence dont les axes sont liés de façon 
invariable aux étoiles immobiles: ce seront les axes fixes ou axes 
de Copernic. Ce mot est bien sûr conventionnel, car on n’a aucune 
raison de croire que les axes en question soient vraiment immobiles. 
Comme temps absolu, nous adopterons par convention Je temps so- 
laire moyen qui s'écoule de façon uniforme, compte tenu de la pré- 
cision des observations astronomiques contemporaines. Quant aux 
unités de longueur et de temps, nous en avons déjà parlé dans Îe 
ch. I, n° 2.8, et dans l’Introduction à la cinématique. 

Le déplacement du corps par rapport au système de référence 
fixe défini ci-dessus sera appelé mouvement absolu ; son déplacement 
par rapport à tout autre système non lié invariablement aux étoiles 
immobiles sera un mouvement relatif. Un peu plus tard. dans le 
n° 4.2, nous verrons que ces définitions ne sont pas tout à fait ex 
haustives. 
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Les trois lois fondamentales, ou principes, de la mécanique ont 
été exposées par N e w t o n dans le second texte liminaire « Axio- 
mes, ou lois de mouvement » de ses Principia ... (1687). Voici leurs 
énoncés pour le mouvement des corps matériels de dimensions négli- 
geables et de masse finie, c’est-à-dire des objets que nous qualifions 
aujourd'hui par le terme point matériel. 

Première loi (principe de l’inertie). Tout point matériel 
demeure en repos ou en mouvement rectiligne uniforme tant et pour 
autant qu'aucune force appliquée ne l’incite à sortir de cet état. 

La première loi fait ressortir une propriété de la matière appelée 
inertie. Le mouvement rectiligne uniforme du point matériel s’appel- 
le de ce fait mouvement inertiel ou d'inertie. Conformément à la pre- 
mière loi, le point matériel ne peut ni bouger (s’il se trouve en repos), 
ni s’arrêter ou changer la valeur et la direction de sa vitesse (s’il est 
en mouvement). Toute variation de la vitesse du point matériel doit 
donc avoir pour cause un facteur extérieur : c’est l’action des autres 
corps, ou la force. 


Deuxième.loi (relation entre la force et la quantité de 
mouvement). Tout changement de la quantité de mouvement est pro- 
portionnel à la force motrice appli- 
guée et se produit suivant la ligne 


M U zIMU 
d'action de cette force. 
Soulignons qu'ici encore, New- 


ton pense à un point matériel. Pour pi 
Dr se fig. 13.1 
définir sa quantité de mouvement, 
on doit introduire la notion de 
masse. Par masse du corps en tant que mesure d'inertie du solide 
en translation, Newton entendait la quantité de matière renfermée 
dans le corps. Une telle masse, dite inerte, se prête mal à une éva- 
luation quantitative. On la remplace. donc par la masse pesante, 
rapport du poids p à l'accélération dela pesanteur g pour lelieu donné : 
m— À, 
8 

Les expériences physiques montrent que la masse inerte et la masse 
pesante sont égales entre elles ; en parlant d'un corps ou d’un point 
matériel, nous dirons donc simplement masse. L'unité SI de masse 
{voir ch. I, n° 2.3) est le kilogramme (kg). 

On appelle vecteur quantité de mouvement q du point matériel M 
un vecteur appliqué en A et égal au produit de la masse du point par 
son vecteur vitesse à l'instant donné (voir fig. 13.1): 


4 = Mr. 


La deuxième loi de Newton prend la forme d'une égalité vecto- 
rielle : | 


.n 


(nv) =F. (13.1) 
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Si la masse du point est constante, c'est-à-dire ne varie pas dans le 
temps *)}, on a 
muw = F. (13.2) 


Ici le vecteur æ — du/dt est le vecteur accélération du point (voir 
ch. VIT, n° 3.1) à l'instant donné. Ecrite sous cette forme, la deuxiè- 
me loi deNewt on s’appelle équation fondamentale de la dynamique 
du point. matériel et s’énonce ainsi: 

La force est égale au produit de la masse du point par son accélé- 
ration. 

1 convient de compléter cet énoncé en disant que la force appli- 
quée au point et l'accélération de celui-ci ont même direction et mèê- 
me sens (fig. 43.2). 

Troisième loi (égalité de l’action et de la réaction). 
À toute action correspond toujours une réaction égale et opposée. Autre- 


Fig. 43.2 Fig. 13.3 


ment dit, les actions réciproques de deux points matériels sont éga- 
les en valeur et en direction mais agissent dans les sens opposés. 


# f 


M 
"I 


Fg 
Fig. 13.4 l'ig, 13.5 


Considérons deux corps relativement petits. Si le corps À (fig. 13.3) 
subit une force F, de la part du corps B, le corps B éprouve, de la 
part de À, une force F, telle que 


F; — —F,. 


Une des forces (n'importe laquelle) est appelée action, l’autre ré- 
action. Elles ne se font pas équilibre, car elles sont appliquées à 
deux corps différents (voir ch. I, n° 2.5, axiome III). 
Remarque. Considérons un solide parfait (fig. 13.4). Sup- 
posons que son point À subit une force intérieure F, exercée par le 


.. *) Nous le supposerons pour les points matériels et les corps considérés 
partout sauf dans le & 2 du ch. XXIII. 
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ne 


point BP du même solide. Alors, en vertu de la troisième loi da New- 
ton, le point B éprouve de la part de À une force F, telle que F, — 
— -—F,. Les forces en question se font équilibre, car elles sont coli- 
néaires. Ainsi donc, les forces intérieures agissant dans un même 
solide se font mutuellement équilibre. | 

Parmi les corollaires déduits par Newton à partir de ses lois, nous 
retiendrons deux que nous réunirons sous le terme de 

Principe d'indépendance de l’action des 
forces. Le point matériel soumis à plusieurs forces simultanées se 
voit imprimer une accélération égale à celle que pourrait lui imprimer 
la résultante du système de forces donné. | 

Soient F,, F,, ..., F, les forces appliquées au point matériel 
M de masse m. En vertu de la deuxième loi de Newton et conformé- 
ment au principe d'indépendance de l’action des forces, l'accélération 
w prise par M est dirigée suivant la ligne d’äction de Ia résultante 
R du système de forces donné (fig. 13.5). L'équation fondamentale 
de la dynamique du point matériel s'écrit alors 


mu —=R, où R — Fi+F: +... +F, = DEF. (13.3) 


1.2. Repère inertiel. Principe dé la relativité de la dynamique 
classique. Puisque, conformément au principe de l’inertie de Newton, 
tout point matériel libre tend à conserver son état de repos absolu ou 
de mouvement absolu rectiligne uniforme, aucune expérience méca- 
nique ne peut nous indiquer si le système de référence, ou repère, est 
en repos absolu ou en mouvement de translation absolu rectiligne 
uniforme. Autrement dit, la notion de mouvement absolu devient 
indéterminée. Il en découle que tous les repèrés qui se déplacent les 
uns par rapport aux autres en translation de façon rectiligne et uni- 
forme *) sont équivalents lors de l’étude des phénomènes mécani- 
ques: ce corollaire établi par Galilée s'appelle principe de la relati- 
vilé de la dynamique classique. Examinons-le de plus près. 

Considérons deux repères S et S”, par exemple la Terre **) et un 
train en mouvement (fig. 143.6). Supposons que le repère S” est ani- 
mé d’un mouvement de translation rectiligne par rapport à S suivant. 
l’axe Ox et qu'un point matériel M se déplace suivant Oz avec la 
vitesse v et l’accélération w par rapport à S. La vitesse v’ et l'accé- 
lération æ&' de M par rapport au repère S’ sont alors (voir ch. XI, 


. *) On espérait jadis pouvoir mettre en évidence le mouvement rectiligne 
uniforme du repère à l’aide d’une expérience physique où la loi d'inertie n’inter- 
vient pas, telle qu’une expérience avec la lumière ; toutes les expériences de ce 
type ont donné cependant des résultats négatifs. L'explication définitive a: été 
fournie par Albert Einstein (1879-1955) dans sa théorie de la Relativité 
restreinte publiée en 4905.  : . | NN 

-  **) If sera. plus exact de placer l’origine au centre de la Terre et de diriget 
les axes vers les étoiles immobiles. - °°: | FR 
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n°5 1.2 et 2.2) 
v = 0 — Ÿ, w" = w — W, (13.4) 


où V et W sont la vitesse et l'accélération du repère S’ (le train) par 
rapport au repère S (la Terre). 
Si le point matériel se déplace par inertie dans S, on a dans $ 


w = —W 0, 


Le principe de l'inertie devient donc indéterminé, à moins de pré- 
ciser le repère dans lequel il agit. Newton croyait que le principe de 
l’inertie jouait dans le système de référence « absolu ». 

Supposons qu'il existe en effet un «repère fondamental » dans 
lequel le principe de l’inertie a lieu. On appelle repère inertiel tout 


2! 


repère S” animé d’un mouvement de translation rectiligne et uni- 
forme de vitesse V (et donc d'accélération nulle, W — 0) par rap- 
port au repère fondamental. | | 

Tout repère inertiel est un repère fondamental, car, en vertu de 
(13.4), tout point matériel animé d’un mouvement uniforme dans S 
l’est aussi dans S”. | 

Si les origines O, O0" de deux repères inertiels $, 5” ont été con- 
fondues à l'instant initial £ = 0, de même que les axes correspon- 
dants, le passage d’un repère inertiel à l'autre s'opère à l’aide des 
formules 


zx + Vi, y=y, 2—=2, t—=#"  (W =0) (13.5) 


appelées relations de Galilée-Newton. Ici t et ? est le temps compté 
dans S et S” respectivement. L'égalité £ — t’ veut dire qu'en mé- 
canique classique le temps ne change pas en passant d’un repère 
inertiel à l’autre; on dit qu'il est invariant par changement de repère 
inertiel. | 

= Nous avons vu que le mouvement du point matériel dans le re- 
père inertiel S est régi par la deuxième loi de Newton mw — F. En 
passant à un autre repère inertiel S”, la force appliquée et l’accélé- 
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ration restent inchangées : 
ET, D — w. 
La loi du mouvement reste donc la même: 
w' — F’, 
Ceci est le 

Principe de la relativité de la dynami- 
que classique: les lois de la dynamique restent inchangées dans 
tous les repères inertiels ou, comme on dit, sont covariantes par toute 
transformation du type (13.5). 

Le sens de ce principe se résume par le fait expérimental que le 
mouvement de translation rectiligne et uniforme du repère S” ne 
fait naître aucune accélération et (s'agissant de corps animés d’un 
mouvement accéléré) ne détruit pas la proportionnalité entre les 
accélérations existantes et les forces appliquées aux corps. Nous re- 
viendrons sur cette question dans le ch. XVI, n° 2.2. 


$ 2. Equations différentielles du mouvement d’un point matériel libre 


2.1. Equations du mouvement en coordonnées cartésiennes. Soit 
un système de forces connues F,, F,, . .., F;, appliquées à un point 
M de masse m (voir fig. 13.5). Considérons le mouvement de À7 
dans un système de coordonnées cartésiennes rectangulaires Oxyz 
(repère inertiel, voir n° 1.2). Ecrivons la relation fondamentale de 
la dynamique du point matériel (voir la formule (13.3)): 


L 
mw= > Fi. 
=1 


Cette relation vectorielle donne par projection sur les axes du 
repère inertiel Oxyz: 


Î l 
d? L d?z , 
ME = > X;, m L => Y, Me R — > VAS (13.6) 
=] A= 1 


Ici x, y, z sont les coordonnées du . mobile M ; d'x/dt?, d’y/dt?, 
p°z/dt? les projections du vecteur accélération w de M (voir ch. VII, 
n° 3.2), et Xa, Ya, Z1 les projections du vecteur de de la À-ième for- 
ce sur les axes Ox, Oy, Oz respectivement (A = 1,2, 40800 

Pour se faire une idée du système d'équations différentielles 
(13.6), on désignera les projections. de la résultante R des forces 
appliquées à M par R., R,, R,, 


l l ! l 
R= >F;, Ri=7 Xi; R,= Y;, R;= 2 Zn. 
À=1 = Â=1 A=i 


Les forces appliquées à 7 sont en général fonctions 
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a) de la position du point MW, c’est-à-dire de x, y, z (par exemple, 
les forces d'attraction newtonienne); . 

b) de la vitesse du point M, c’est-à-dire de v, — dx/dt, v, — 
— dyldi, v, — dzldt (par exemple, les forces de résistance); 

c) les deux premières dépendances renferment déjà une dépen- 
dance implicite du temps t, car x, y, z, dx/dt, dyldt, dzldt changent 
avec le temps. Or, les forces appliquées peuvent aussi dépendre du 
temps de façon explicite (par exemple, la force perturbatrice inter- 
venant pendant les oscillations forcées du point, voir plus loin 
ch. XIV, n° 3.1). 

Désignant dans le texte qui suit les dérivées premières par rap- 
port au temps par un point supérieur et les dérivées secondes par 
deux points supérieurs, notons que les projections de la résultante 


sont fonctions de x, y,2,x,y,z et ti. Le système d'équations 
différentielles (13.6) du mouvement du point matériel s'écrira 
désormais sous forme générale, en termes de projections sur les 
axes du repère inertiel Oxyz, comme suit : 


GR, (t: Li Us 2) z, ÿ; 2), 


À e e 
y=—— Ry (é; TX, YU, Z, X, y, z), (13.7) 


2= 7 R, (6: DU; 2 z, y, 2). 


Le système (13.7) (de même que (13.6)) est un système d’équations 
différentielles ordinaires du sixième ordre. Dans le cas général ses 
solutions générale et particulières ne s'expriment pas au moyen de 
fonctions élémentaires, c’est-à-dire par des formules où intervient 
un nombre fini de fonctions puissances, logarithmiques, trigonomé- 
triques, etc., d'une variable indépendante # et d'intégrales de ces 
fonctions. On est donc amené à étudier les différentes classes de pro- 
blèmes types, ce que nous ferons justement dans le paragraphe 5 du 
présent chapitre et dans les chapitres XIV à XVI. 


2.2. Equations du mouvement rapporté au système d’axes intrin 
sèques. Remplaçons les axes cartésiens par les axes intrinsèques 
(voir fig. 7.9) du système MTrnb, où MT est la tangente, Mn la nor- 
male principale et Ab la binormale à la trajectoire en M (voir ch. 
VII, n° 3.3). D’après les formules (7.25a) et (7.26), les projections du 
vecteur accélération sur les axes indiqués s’écrivent respectivement 

2 
__ dv Li = v 


—— Wy = Ü. 


Dé SEREET Le 


Projetant l’équation fondamentale (13.3) sur les axes intrinsèques, 
on obtient les équations intrinsèques du mouvement d’un point maté- 
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riel (forme des équations du mouvement proposée par Euler): 
m D == pi Fe, m = > Hs 0 2 F;. (13.8) 


Ici v, est la vitesse eo du point (la projection du vecteur 
vitesse du point sur la tangente, voir formule (7.13)), p le rayon de 


courbure de la trajectoire à l'instant considéré, et DF:, DE, DFy 
les sommes algébriques des projections de toutes les forces appliquées 
au point sur la tangente, sur La normale principale et sur la binor- 
male respectivement. De Ia dernière équation du système (13.8) il 
ressort que la force résultante R (de même que l’accélération du 
point w) est contenue dans le plan osculateur (voir ch. VII, n° 8.3). 


2.3. Premier problème fondamental de la dynamique du point 
matériel. Chacune des équations de (13.6) établit la relation entre 
deux grandeurs: la projection de l’accélération du point et la pro- 
jection de la force résultante sur un axe correspondant du repère 
inertiel. Ces équations permettent de résoudre deux problèmes fon- 
damentaux. 

Premier problème fondamental deladynamique 
du point matériel. Connaissant la masse et le mouvement du point, 
c'est-à-dire connaissant les équations de son mouvement dans le re- 
père cartésien rectangulaire inertiel : 

z = f(t), y = 8 (t), z = h (t), (15.9) 
chercher la force appliquée au point. 

Solution. ei deux fois les équations (13.9). Il vient 

d?y . dèz se 


Portons les projections du vecteur accélération du point dans. les 
équations (13.6): 


mftt=) X, me(b=>Y, mh(t)=)Z (13.0) 


Or, DJX =R,,  DY =R,, 22 =R,, où R,, R,, R, sont les pro- 
jections de la force résultante sur les axes Ox, Oy, Oz. Le module de 
la résultante se cherche d’après la formule 


R=V RE RE Riom V f(P+8 (+R), (13.1) 
tandis que sa direction est déterminée par les cosinus directeurs 
LP 0 
= 
A 


Pres 2e (DR (02 


MS 
cos(R, Oy) =; cos(R, k, da — es 


LOS 
cos(R, Ox) — 


(13.12) 
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Ainsi donc, étant donné les équations du mouvement (13.9), chercher 
la résultante des forces appliquées au point matériel revient à déri- 
ver ces équations. On comprend donc que le premier problème fon- 


damental de la dynamique se laisse résoudre toujours et sans diffi- 
culté aucune. | 


Exem ple 13.1. Soient les équations du mouvement d’un point M 
soumis à une force unique F 


x = a COS Gt, y = b sin wt, 3 = (. (13.13) 
On demande de savoir la force. 
Solution. Le point M effectue un mouvement plan suivant une tra- 


RES dont on obtient l’équation en éliminant le temps # entre les équations 


TE 


Ainsi donc, la trajectoire de A7 est une ellipse (fig. 18.7). Les projections 
de F se déduisent à l’aide des formules (13.40): dE ) M 


X =mir——mawcos@t, Ÿ = my = — mbu? sinwt, Z—mz—0. 
D'après les formules (13.11) et (13.12) on obtient 
F = mo? y a? cos? @t+ b? sin? ot = mo? y/ 22 y? — mur, 


MS ma®? COS @t x TS y 
cos (É, On) = — — pui 7) COS(F, Oy)—=— 
Ici r est le rayon vecteur OM. Nous voyons que l'intensité de la force est pro- 
portionnelle au module du rayon vecteur et que les vecteurs F et OM sont de 
sens opposés (fig. 13.7). Ce résultat devient 
y évident d'ailleurs en examinant l’expression de 


F= Xi4Yj + Zk—= —mo? (ia cos @t + 
+ jb sin ot) = —mo? {xi + yj} = —mo?r. 


Remarquons que les planètes décrivent, 
elles aussi, des orbites elliptiques autour du 
Soleil, le Soleil ne se trouvant pas au centre 
mais en l’un des foyers de l'ellipse (première 
loi de Kepler); remarquons aussi que la force 

Fig. 13.7 d'attraction n’est pas proportionnelle à la dis- 

tance mais inversement proportionnelle au 

carré de la distance (loi de l'attraction universelle de Newton). Les lois du 
mouvement sont alors beaucoup plus compliquées que (13.13). 


2.4. Second problème fondamental de la dynamique d’un point 
matériel. Soient connus le système de forces F,, F,,..., F1 appli- 
quées au point et la masse de ce dernier. On demande de déterminer le 
mouvement du point. 

La solution consiste à rechercher les équations du mouvement 
(13.9) et à définir à partir de celles-ci, par des méthodes cinémati- 
ques, la trajectoire, la vitesse et l'accélération du point (les deux 
dernières grandeurs sont fonctions du temps t). 
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La 


Le problème se fait par intégration du système d'équations diffé- 
rentielles (13.7) dont les seconds membres sont connus, parce que 
les forces F,, F,, ..., F, le sont. Nous avons signalé dans le n° 2.1 
que ce problème ne s'intègre pas dans le cas général et la solution ne 
peut être obtenue que dans des cas particuliers. Dans un cas un peu 
plus général, on n’obtient qu'une solution approchée par intégra- 
tion numérique sur ordinateur. 

En intégrant le système (13.7), on voit apparaître des constantes. 
arbitraires dont le nombre est égal, dans le cas général, à l’ordre du 
système, donc à six. Ces constantes peuvent être déterminées en se 
donnant des conditions initiales. Soient pour t — 4, 


Z (lb) = To .Y (to) = Yo 2(Eo) = 29; 


tt) = ve Y(lo) = 0 2(to) =. 
Les conditions initiales définissent une solution unique (particu- 
lière) du système (13.7), autrement dit la position du point dans 
l'espace et sa vitesse à un instant quelconque 


x = x (b, y=yt),  2=z2(1); 
Bear De ut -ee0) 


On arrive à résoudre par un procédé analogue les deux problèmes. 
fondamentaux de la dynamique du point matériel en utilisant les 
équations intrinsèques du mouvement (13.8). 


(13.14) 


(13.15) 


Exemple 13.2, Le point matériel M de masse m lancé avec une vitesse: 
initiale vw, sous un angle & par rapport à l'horizontale surmonte pendant son. 
trajet la résistance de l'air S = —xmgv, où 
x est un coeïficient de proportionnalité cons- Z | 
tant et v la vitesse du point. Déterminer la 
hauteur maximale ÆH atteinte par le point, le MA, 


temps T nécessaire pour l’atteindre, et la por- . 
tée s correspondant à ZX. | P HA 
Solution. Plaçons l’origine des coor- 
données © dans la position initiale du point; | SE 
orientons l’axe Oz verticalement vers le haut, Up E ÿ 
et l’axe Oy, horizontalement dans le plan pas- / 
sant par Oz et v9 (fig. 13.8) *). Le point M , 
est soumis à l’action de deux forces: le poids 
— —mgk (où % est le vecteur unité de Fig. 13.8 
l’axe Oz} et la force de résistance S. L'’équa- 
tion fondamentale de la dynamique du. point (13.3) s'écrira comme suit: 


mu = —mgk — xmgv. 


Projetant cette relation sur les axes Ox, Oy, Oz, on obtient, après avoir divisé: 
par m, le système d'équations différentielles (13.7): 
d?x d?y on, d°?z 
dtè di? EUys dE? 


*) Le repère choisi n’est pas inertiel mais l'erreur n’est pas grande, cf. 
ch. XVI, n° 2.2. 


— — 8 KGU;, 


> 3 
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OÙ Uy — dy/dt et v, = dz/dt sont les projections du vecteur vitesse v du point 
sur les axes Oy et Oz. Prenant ces quantités, ainsi que v, — dr/dt, comme varia- 
bles intermédiaires, nous écrirons: 


dux dvy _ du, 
dt — 0, di > UTAATE dt SE g (+ xv2). 
Séparant les variables: 
dvy dv, 
dx —= 0, dy = — KG dt, A, = —£ dt, (13.16) 


on obtient après intégration 
1 { 
Vx Ci) Invy—inc=—"#gt, go In (Lave) ——> Incs—=—gt, 
OÙ C4, Ce, ca sont des constantes arbitraires. Des dernières formules on obtient 


c 1 _ 


Appliquons maintenant les trois dernières conditions initiales (13,14), notam- 
ment pour { = 0, 
Vx (0) = 0, Uy (0) = w cos &, V, — Lg Sin ©. 


On a alors 
C1 = 0, Ce = Up COS, C3 = Xp Sin œ + Î. 


Il vient donc pour un instant quelconque t > 0 


D vs 0, Dry = ve “Et cos %, 
, (1347) 


——— =, + [(L+ av sin œ) e7"8i_ 1], 


Remarquons qu'afin de: faciliter les calculs dans la suite, les conditions initiales 
seront introduites (quand cela est possible) en tant que bornes d'intégration. 
En effet, on obtient de (13.16) par intégration sur le temps entre 0 et # et sur 
les projections dei la vitesse entre 0£ — 0, v}, = v, cos &, w = v, sin & et 


Vs Vus Ur" 
Es y FA à ; », ; 
0 : dt 
Vas Uy 8 ! Au, 8 | di. 
vÿ COS & *. Ô vo sin x 0 


Cela nous permet d'aboûtir plus vite aux formules (13.17) qui représentent 
la seconde moitié de la solution particulière cherchée (13.15). Séparons Îles 
variables dans (13.17): 


dz=0, dy=vue “£tcos a dt, 
a+ {+ sin a) e*8/— 1] dt 


pour obtenir après intégration 
Fe Dee ré pa 
__1+xwsina “Et b , 


2 = 
H°g 
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Faisons intervenir les trois premières conditions initiales (13.14), notamment 
pour &— 0 ïil vient x (0) — y (0) — z (0) — 0, d'où 
Up COS © __ 1+xmsimc 


On a pour la première moitié de la solution particulière cherchée (13.15) 


Un COS G u 1 + xv, Sin œ de 
= 0 (pe ret), JOUE, Kg?) 


z—=0, RE X2g 


l 
——. (13418) 


Ce sont les équations de la trajectoire du point M sous forme paramétrique. 
Le point continue sa montée jusqu'à l'instant x où la composante verticale 
de sa vitesse devient nulle, auquel cas on obtient en vertu de (13.17) 


(L + xu, sin œ) e-#8i — 1—=0, 
d'où 


1 Ù 
NT In (1 + XVe sin @). 


Portant la valeur/obtenue de t dans (13.18), on obtient s et A: 


_ _v$ sin 24 
nn 2g ({ + x sind) ? Ge) 
H = 2 (7) = HS in (1 + x sin «&). 


$ 3. Intégration des équations différentielles 
du mouvement d’un point matériel 
dans les cas élémentaires de mouvement rectiligne 


Dans le cas où la force résultante R (voir (13.3)) a une direction 
constante et la vitesse initiale du point est dirigée suivant la ligne 
d'action de À (ou est égale à zéro), le point matériel effectue un mou- 
vement rectiligne. Adoptons la trajectoire rectiligne du point com- 
me l'axe Ox, le sens de parcours de la trajectoire étant confondu avec 
le sens positif de l'axe. Lorsqu'il s’agit du mouvement rectiligne, 
il y a intérêt à remplacer les vecteurs force, accélération, vitesse du 
point par leurs valeurs algébriques, le sens de chaque vecteur étant 
précisé par le signe. Ces valeurs algébriques sont les projections des 
vecteurs en question sur l’axe Ozx. Puisque les projections sur tout 
autre axe sont identiquement nulles, afin de simplifier la notation, 
nous omettrons l'indice d’axe en écrivant par exemple v tout court 
au lieu de v,; le module de la vitesse sera désigné par | v |. 

Mettons l'équation différentielle du mouvement rectiligne du 
point sous la forme de (voir (13.3) et (13.7)): 


mL = X(%,; 0, d): (13.20) 


Ici X est la valeur algébrique de la force résultante et v — dx/dt la 
valeur algébrique de la vitesse. 11 s’agit d’une équation différentiel- 
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le du second ordre dont la solution générale 
TZ —X (£, C15 Ca) 


contient deux constantes arbitraires. Celles-ci peuvent être définies 
en se donnant des conditions initiales. Par exemple, soient pour 


= 0 
x (0} = U (0) = vw. (13.21) 


La résolution de l'équation (13.20) offre des difficultés mathémati- 
ques considérables. Or, elle se réduit à des quadratures chaque fois 
que À ne dépend que de l’une des variables f, v ou x. 
3.1. Cas où la force ne dépend que du temps. L'équation (13.20) 

se laisse transcrire alors de la façon suivante: 

dv 1 

arm À (6). 
Séparons les variables: 


| 
dv =— X (t) dt 


et intégrons sous les conditions initiales (13.21). If vient 


v t 
du = dt. 
j = | * ( t 


On a obtenu une intégrale première de l'équation du mouvement. 
Désignons son second membre par f{(t) et écrivons 


0 = Up + f (t). (15.22) 


Substituons-y la valeur de v — dx/dt et séparons de nouveau les 


variables : 
dx = [v, + f (t)] dt. 


intégrant une fois de plus sous les conditions initiales (143.21), on 


obtient 
t 


= Xo-+ Vot + | f (&) dt. (13.23) 
0 


Exemple 18.3. Soit X une force constante. Désignons la valeur algé- 
brique constante de l'accélération par a, 


X 


mn 


La fonction f(t) de l'exemple précédent s’écrira alors 


Î t Î 
= 1 == | ie a 1 3 
JOUE | X dit—at et jr@ae= at di=— at“. 
0 0 D 
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L'intégrale première (13.22) et l'équation horaire (13.23) nous donnent les 
formules pour le calcul de la vitesse et de l’abscisse du point animé d'un mouve- 
ment rectiligne uniformément varié: 


{ 


Exemple 13.4 Un point matériel est retenu par un fil sur un plan 
incliné dépoli de pente &. On coupe le fil à l’instant t — 0. Déterminer le mouve- 
ment du point, admettant que la force de frottement est régie par la loi d’Amon- 
tons-Coulomb (ch. IV, n° 1.1). | 

Solution. Dirigeons l'axe Ox parallèlement au plan incliné (fig. 13.9). 
La composante du poids normale au plan incliné est équilibrée par la com- 
posante normale N de la réaction. L'équation (13.20) s'écrira comme suit: 


d?x 
LME TEN = À = mg sin G— Ffpe 


D'après les formules (4.1) et (4.2) on a 

Frr KIÎN = fmg cos a. 
Si donc mg sin à < fmg cos «, c’est-à-dire si tg & < f, le point reste immo- 
bile (X — 0). Supposons que tgæ& =>f. Alors 


X = mg (sna—fcosa) > 0, 0 
Fe 


si bien que le point commence à se déplacer 
avec une accélération constante (voir l'exem- 
ple précédent) 


X : 
= —=g(sinx —fcos a). 
re g(sin f cos @) 


__ 8.2. Cas où la force ne dépend que 
de la vitesse. On rencontre généralement Fig. 13.9 

ces cas lorsque, en analysant le mouve- L 

ment du point, on est obligé de tenir compte des forces résistan- 
tes. L’équation (13.20) s'écrit alors comme suit: 


; | 
m ® = X (v). (13.24) 


Pour réduire cette équation aux quadratures, on procède comme pré- 
cédemment par séparation des variables: 


Désignons le premier membre par œ (v) et mettons l'intégrale pre- 
mière obtenue sous la forme 


o (v) = ti. (13.25) 
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Prenons la fonction réciproque v = v (t) et portons-y l’expression 
de v — dxr/dt; il vient 

dx 

PTI = UV (à). 
Séparons de nouveau les variables et faisons l'intégration en repre- 
nant comme précédemment les conditions initiales (43.21). L’équa- 
tion horaire se présente comme suit: 


t 
= to | v(t) dt. (13.26) 
0 


Remarquons que (13.24) permet de définir immédiatement x en 
fonction de v. Puisque 


dv dv dx dv 
Gr den SR 
il découle de (13.24) 
v dv 


ME = OT 


L'intégrale première s’écrira donc sous la forme 


d 
m [= 2 — 20 (13.28) 


Vo 
Exemple 13.5. Dans les conditions de l'exemple 13.4, en plus du 
frottement coulombien, prendre en considération une force de frottement qui 


dépend linéairement de la vitesse avec un coefficient de proportionnalité km. 
Solution. L’équation (183.20) prend Ia forme 


m D = me (sin aœ—fcos a) — kmvu 


(on suppose ue tgœ = f, sinon le point demeure immobile). Désignons comme 
dans l'exemple 13.4 
g (Sin « — f cos a) = a > (. 


L’équation différentielle du mouvement, après division par m et séparation 
des variables, s’écrira 
dv 
= dt. 


a—kv 


Intégrons sous les conditions initiales v (0) = 0 


L'intégrale première (13.25) s'écrira 


1 , 
ER In(a— xv) 


Lv 
. =i, 
10 
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D'où 
in a— kv — — kt 
a. 
et 
ee = eht : 
c'est-à-dire 
SRE ({ —e"kt) 
Puisque 
lime *t—0, 
t— oo 
on obtient 
lim =, Lo (8 <v (co) = + (=> 0). 


D'après la formule (13.26), l'espace parcouru par le point mobile est égal à 


î 
OÙ y ht gs [OR y GG =RtY  O@ À y _ ,-Rt 
z= | (fe jat= (it e ji=++ (1er ht). 


Cette relation représente l'équation horaire du point en mouvement rectiligne 

sur le plan incliné dans le cas où la force de frottement est une 

fonction linéaire de la vitesce. Sans Ia force de frottement cou- (, 

lombienne, on aurait alors f — 0, c'est-à-dire a = gsin co. | S 
Exemple 13.6. Un point matériel de masse m tombe 

dans l’air sans vitesse initiale. La résistance de l’air est S — M 

— k?mgv?, où vest la valeur algébrique de la vitesse, et 4?mg un coef- 

ficient de proportionnalité. On demande la vitesse du point au P 

bout de ft secondes après le commencement de la chute, ainsi 

que la vitesse limite pour t—+ oo. | 
Solution. L'origine des coordonnées sera confondue 


avec la position initiale du point, et la direction positive de > 
l'axe Ox avec la direction du poids. Dans sa chute, le point sera Sr 
sollicité par deux forces: le poids P — mg dirigé verticalement ' 
vers le bas et la force résistante S dirigée verticalement vers le lig. 13.10 


haut (fig. 13.10): en effet, la résistance est toujours dirigée à 
l'opposé du mouvement. L’équation (13.24) s'écrira alors 


M = ME —S. 


En y portant la valeur = k?mgv? et en divisant par m, on obtient 


LORS 
a eu kav?). 


On sépare les variables et on fait l'intégration en se donnant la condition initiale 
v (0) = 0: 
t 


Ÿ 

-. dv 
| 1e SE | sui 
0 1) 
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L'intégrale du premier membre se trouvant dans les tables, il vient immédiate- 
ment 


4 ko 
ETRUE Er" 


On a donc une intégrale fpremière du type (13.25), qui donne 


À + kv — e2Rgt 
A— ko | 

Explicitons v: 
1 engt__,—REt 


7% Et Le hREt 7 


U —= _ th (kgt) 


(la fraction est une fonction appelée tangente hyperbolique). Passons à la limite 
pour £ —+ oc afin d'obtenir la valeur limite de la vitesse v;1m : 


lim 1 eh8t__e-hgt 4 

Diten = LD = —————— ——— — — 

HR OS E eéiie het k° 

Remarquons que pour définir l'abscisse du point tombant en fonction du temps, 
on doit intégrer d’après la formule (13.26). Par contre, si l’on veut connaître 
l'abscisse en fonction de la vitesse (ou la vitesse en fonction de l’espace par- 
couru), on fera l'intégration d'après la formule (13.28). 


3.3, Cas où la force ne dépend que de la position du point mobile. 
En vertu de (13.27), l'équation (13.20) se laisse écrire sous la forme 


mo = X (x). (13.29) 


On peut alors séparer les variables et faire l'intégration sous les 
conditions initiales (13.21): 


SR v X 
| Fe ANS 


Désignons l'intégrale du second membre par 4 (x) et mettons l'inté- 
grale première obtenue sous la forme 


c’est-à-dire | 
vu — Vu +2 (x). (13,50) 


Puisque v est la valeur algébrique de la vitesse, le signe de la racine 
doit traduire le sens physique du problème. Par analogie aux cas 
traités dans les n°5 3.1 et 3.2, on obtient l’équation du mouvement 
à partir de l'intégrale première en y portant l'expression v — dx/di, 
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en séparant de nouveau les variables et en faisant l'intégration : 
X 


| | 

2 Vri+2b (x) 

La fonction réciproque nous fournit l’équation horaire : 
x = x (t). 


Exemple 13.7. Un point pesant M est lancé verticalement vers le 
haut, à partir de la surface de La Terre, avec une grande vitesse initiale w. 
Déterminer l'altitude atteinte par le point si la force d’attraction (newtonienne) 
varie en raison inverse du carré de la distance du 
point au centre de la Terre (on ne prend pas en con- 
sidération la résistance de l'air). | 

Solution. L'axe Ox sera disposé comme il 
est montré sur la figure 13.11. Représentons le point 
sur Ja verticale, à un certain instant de sa montée, 
à une distance déterminée x du centre de la Terre: 
représentons aussi la force d'attraction P (x) ‘exercée 
sur le point. On a par définition 


P (:) _R2 
P(R) °° LT 
où P (R) est la force d'attraction à la surface de la 


Terre que nous prenons ici égale au poids *) mg. 
D'où | 


(13.31) 


+. 


‘meR? ÿ Fig. 143.11 ‘. 
P (#)= ms. | . (13.32) Fig. 13.11 : 


\ 
CA 


Mettons maintenant l'équation différentielle du mouvement sous la forme (13.29): 


ns du _  mgkR? 
dx zx?  ? 


d'où il découle 


J 


x 
vdo=— gi LES 
To À. 


Calculons les intégrales, il vient 


ce qui nous donne une intégrale première sous la forme (13.30): 


o=]/ v—26R (1——) | 


Annulant v, on obtient 


et l'altitude k: 
h=z—R= TT 


ve 


*) Voir l'expmele 18.4 dans le ch. XVI, n° 2.2. 
17—-01146 
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Pour v$ —> 2gR l'altitude À tend vers l'infini. La valeur indiquée de la vitesæ 
initiale, 
s'appelle vitesse de libération, où deuxième vitesse cosmique: c’est la vitesse que 


le point matériel pesant doit développer pour vaincre l'attraction terrestre. 
Calculons sa valeur numérique: 


vil — y/2.9,81.6,37: 105— 11 170 m/s. (13.33) 


cosm 


3.4. Cas où la force dépend de la vitesse et de la position du point 
mobile. Soit un point pesant qui tombe d’une altitude À sous l’action 
d'une force d'attraction P 
(voir l'exemple 13.7) et ren- 
contre une résistance de l'air 


R proportionnelle au carré de 
la vitesse v du point et à la 
densité de l’air p, où p est une 
fonction monotone croissante 
de zZ(0<z<h) (fig. 13.12). 

Abstraction faite de la ro- 
tation diurne de ia Terre (voir 
l'exemple 16.4),  orientons 
l'axe Oz suivant la verticale 
vers le bas et prenons comme 
origine des coordonnées la po- 
sition initiale du point. Met- 
tons la force de résistance de 
l’air sous la forme 


R = — xmop (2) v*/p (h), 


où m est la masse du point et p (h) la densité de l'air à la surface de 
la Terre; on a p” (z) > 0 quand 0< z< h. Après avoir divisé par 
m, on écrira l'équation différentielle du mouvement (13.20) sous 
la forme 


Fig. 13.12 


d R? | 


(R est le rayon de la Terre), avec les conditions initiales 
z (0) = v (0) = 0. (13.35) 
On a en vertu de (13.27) 


nn Te 
—<— 


dt dz dt ri 2 & ? 


multipliant (13.34) par 2, on obtient 


dut 2R? à, PU) 
da (h+R—2. 2% bp) 
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Ceci fait, on introduit des variables sans dimension, un paramètre 
et une fonction: 
2 


À 0 __ h p (©) 
C— a À — 2gh , X 7 KR ? P (£) =2#h p (h) (13.36) 
qui permettent de présenter l'équation (13.34) sous la forme 
dh EL 


avec la condition initiale 
À (0) = 0 (13.38) 
et sous les conditions 
2h EE p (6) 2xh, p'(t)>0 pour 0OKE<1. 
L'équation (13.37) est une équation différentielle linéaire du 


premier ordre avec un coefficient variable p (£). Pour la condition 
initiale (13.38), sa solution s'écrit 


5 
= [rod & | P(man 
À—e 0 VAR D Pe dE. 
0 


Nous venons d'obtenir une intégrale première de (13.20). Pour 
définir la coordonnée z du point tombant en fonction du temps, on. 
doit faire encore une intégration en conservant les notations intro 
duites (13.36). Bien que le second problème de la dynamique du 
point soit résoluble dans le cas considéré par quadratures (c’est-à-dire 
par intégration), sa résolution efficace ne peut être faite que par 
calcul numérique des intégrales. 


Exemple 13.8. (N. Koïtchine*))}. On considère que le point. 
pesant tombe d’une altitude trop faible pour que la force d'attraction soit. 
distincte du poids: cela revient à négliger, dans le second membre de (13.37), 
la quantité % — k/R devant l'unité. On demande de montrer que la vitesse 
du point peut varier de deux façons différentes : | 

a) croître de façon monotone; . 

b) croître d'abord pour décroître ensuite de façon monotone suivant les 
variations de la densité de l'air p, où p est une fonction à valeurs croissantes. 

Solution. Dans notre hypothèse l'équation (13.37) se réduit à 


_. —i—p{jr (O<É<!). (13.39) 


Coramençons par le cas a). La ‘vitesse croît tant que dure la chute, 


dÀ : 8 1 ï 
 — Â — : = ———— —_———— “ 
si bien que | 
2gh + 
_. "SV 2@: Le 


#) N. Kot.c hin e, mécanicien soviétique (1900-1944), 
175 
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Ce cas se présente si l’on admet que la densité de l'air.p — p (hf) est cons- 
tante et égale à la densité de l'air p (k) à la surface de la Terre (voir l'exemple 
13.7). On a alors p (€) — 2xh et en vertu de l'inégalité (13.40) 


LU FE | 
K : 


ce qui correspond aux conditions de l'exemple (13.7), puisque x = gk2. 
Envisageons à présent le cas b). Eliminant l'éventualité de p (hL) — const, 
admettons que p° (6)>0 O<SE< 1) 
Quand le cas b) se présente, on a À’ (£*) — 0 pour une valeur de & — tx, 
Ici À passe par un maximum, car on a en vertu de (13.39) 


A" (Et) = —p (EC) 4" (6%) — p' (EF) À (C*) = —p'(£r) À (E*) < O0. 


Ensuite (pour &* < C< 1) on voit À décroître, si bien que À’ (ft) < 0. Cette 
décroissance a lieu pendant toute la durée de la chute. En effet, À’ (€) ne peut 


s’annuler une seconde fois, sinon il existerait un È (C* <t << 1) tel que A’ (Ë) — 


= Oet ?” (€) > 0, puisque À” cesse d’être négatif et devient positif. On a, d'autre 
part, comme précédemment 


n \" © = —p À AE <0, 
d'où contradiction. 


Il reste à montrer que le cas b) peut se présenter en réalité. Nous en lais- 
sons le soin au lecteur, en indiquant à son intention qu'il ferait bien de com- 
mencer par étudier la loi de variation linéaire de la densité. 


Exercices 


Exercice 13.1. Supposons que le point matériel soit sollicité unique- 
ment par la pesanteur et que sa vitesse initiale v, soit dirigée suivant la ver- 
ticale; orientons l'axe Oz verticalement vers le haut. Déterminer la loi du 


mouvement du point et définir les instants ? où le point occupe la position 
2 = 


Réponse. 2— 29 vpt — 1/2 gt?, où 9 = 2 (0); 
si z > 0, on a t — _ (Go + V'vè + 228); 
si 9 KO et vw + 228 > 0, on a Ce — _ (Co + Vi es 2208); 


si z9 << 0 et vè L 270g << 0, le point n'atteint jamais la position z — 0 
(ici v, est la valeur algébrique de sa vitesse initiale). nr. 

‘ Exercice 13.2. Un point matériel de masse 4 kg soumis à l’action 
d'une force de répulsion F s'éloigne d’un centre fixe en décrivant une droite 
avec une vitesse proportionnelle au carré de la distance r. Sachant qu'à l'origine 
des temps on ar, — 2 met v— 3 m/s, déterminer l'intensité de la force à l’ins- 
tant initial. | 

Réponse. F, = 36 N. 

Exercice 13.8. Désirant connaître la résistance du milieu en fonction 
de la vitesse, on propulse un corps de masse m par une force constante P et 
l’on obtient la loi du mouvement s — b{®. Quelle est la force résistante ? 

Réponse. R— P — 2m y 3bv. | 

Exercice 13.4 S'éloignant d’un centre fixe ©, Île point matériel 
M de masse m se déplace sur un plan poli horizontal sous l’action d’une force 
de répulsion F dont l'intensité est proportionnelle à la distance au centre, 
F = k?mz. A l'instant initial le point occupait la position M,.(fig 13.13), 
à une distance a du centre fixe O,.et avait. une vitesse. v, orientée vers la droite 
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le long de l’axe Or. On demande de former l’équation horaire du mouvement 
de M. 
Réponse. = La (eht+ eh) L D (eht — e”ki), 


Exercice 13.5 Un point matériel libre de masse m, après avoir 
reçu une vitesse initiale v,, se déplace sous l'action d’une force proportionnelle 


U 
£ 90° 
dé 
M 
4) Vy 
Fig. 13.13 Fig. 13.14 


à la vitesse et dirigée perpendiculairement à celle-ci: le coefficient de propor- 
tionnalité est égal à km (fig. 13.14). Déterminer la trajectoire du point et l’équa- 
tion horaire de son mouvement. | | 
‘Indication. Appliquer les équations d'Euler (13.8). 
Réponse. La trajectoire est une circonférence de rayon v,/k dont 
le centre € est situé sur la perpendiculaire élevée au point mobile M, à la direc- 


tion de la vitesse. L’équation horaire est s — wt. 


CHAPITRE XIV 


MOUVEMENT OSCILLATOIRE RECTILIGNE 
DU POINT MATÉRIEL 


$ 1. Oscillations harmoniques 


Tous les mouvements oscillatoires présentent un trait particu- 
lier commun, à savoir: ce sont des mouvements qui se renouvellent 
à des intervalles déterminés. Quand on étudie un mouvement qui 
ne se reproduit pas, on s'attache surtout à déterminer la position 
du point matériel, ainsi que sa vitesse et accélération, à tel ou tel 
instant. Par contre, la théorie des oscillations analyse le processus 
de mouvement dans son ensemble. Plus que l'état du corps à l'instant 
donné, on veut connaître les grandeurs qui caractérisent Ia répéti- 
tion du mouvement, et plus exactement : 

a) l’équation suivant laquelle le mouvement se renouvelle ; 

b) le temps au bout duquel le corps reprend sa position ancienne 
avec la même direction de mouvement (la période d’osci'lation); 

c) l'écart maximal de la position d'équilibre. 


1.1. Equation différentielle des oscillations harmoniques. Consi- 
dérons un point matériel M de masse m qui effectue un mouvement 
horizontal rectiligne sur un plan poli 


N | | Fu 
| fixe sous l’action de {a force élastique 
* + 1" d'un ressort. Plaçcons l’origine des coor- 
* données © dans la position d'équilibre 
D 7 du point et orientons l’axe Ox par exem- 
ple vers la droite suivant l’axe du res- 
Fig. 14.1 sort (fig. 14.1). Soit A7 une des positions 


occupées par le point dans son mouve- 
ment. Notons que l'écart initial et la vitesse initiale du 
point sont dirigés le long de l’axe du ressort, sinon le mou- 
vement ne sera pas rectiligne. Le point M est sollicité 
par trois forces: son poids mg, la réaction N du plan poli 
et la force élastique X du ressort. Comme il n’y a pas de déplace- 
ment vertical, les deux premières forces se font équilibre, N — mg. 
Supposons que la force élastique soit conforme à la loi de Hooke, 
c'est-à-dire que sa valeur algébrique *) soit proportionnelle à la 


*) Rappelons qu’en analysant le mouvement rectiligne, on utilise toujours 
les valeurs algébriques de la force, de la vitesse et de l'accélération (voir 
ch. XIII, $ à). 
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déformation (allongement ou compression) du ressort : 
À = — cr. (14.1) 


Le signe négatif veut dire que la force élastique du ressort allongé 
(x >> 0) est orientée dans le sens négatif de l’axe Ox (X << O0): la 
compression du ressort provoque l'effet contraire. Le coefficient de 
proportionnalité ec => 0, mesuré en N/m, est appelé la raideur du 
ressort. Posons dans (14.1) æ — 1 m, alors c est égal en module à 
X, ce qui signifie que la raideur du ressort est numériquement égale 
à la force qui provoque la déformation (allongement ou compression) 
du ressort égale à l’unité de longueur. Il s'ensuit de (14.1) que 


——— 


KA 


C—= 


(14.2) 


Passons à la decription du mouvement. Supposons que le point 
M s’est écarté initialement vers la droite à partir de sa position 
d'équilibre sans recevoir aucune vitesse initiale. Sous l’action de 
la force élastique dirigée de droite à gauche, le point commence à 
se déplacer d'un mouvement accéléré vers la gauche. Revenu en sa 
position d'équilibre, le point ne s'arrête pas, bien qu'il y ait en ce 
moment À — 0: grâce à la vitesse acquise, le point A7 continue à 
se déplacer vers la gauche mais, cette fois, d'un mouvement retardé 
(car la force élastique À change de sens), jusqu’à ce que sa vitesse 
redevienne nulle. Le mouvement reprend ensuite, mais en sens in- 
verse. 

Les oscillations du point dues uniquement à une force de rappel 
élastique sont appelées oscillations libres, ou propres. Remarquons 
que À peut être une force de nature quelconque, à condition qu’elle 
attire le point vers le centre fixe © et que son intensité soit propor- 
tionnelle à la distance. 

L'équation différentielle (43.20), dans le cas du mouvement os- 
cillatoire rectiligne, s’écrira en vertu de (14.1) comme suit: 


d?x 


Per — — CT: 


Faisons passer —cx dans le premier membre et divisons par m: 


z+owr=0  (o?— +) | (14.3) 


m 


C'est une équation différentielle linéaire du second erdre à coeffi- 
cients constants. L'équation caractéristique 


À? + &° = 0 


n’admet que des racines imaginaires pures: À — + i® (i? — — 4). 
La solution générale de (14.3) s’écrira soit comme x = c, cos of + 
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+ c, sin œf, soit sous forme équivalente: 
Zz = a CosS (@Ë — Po), (14.4) 


où a => 0 et , sont des constantes arbitraires. L'équation du mou- 
vement (14.4) montre que le mouvement du point est régi par la loi 
du cosinus. C’est [a raison pour laquelle les oscillations libres (pro- 
pres) examinées du point sont dites harmoniques. 

Puisque les valeurs de cos (of — w,) se répètent chaque fois 
que l’argument varie de 2n (67 — Zn), la période d'oscillation T 
est égale, en vertu de (14.3), à 


ee 
Th 2/2, (14.5) 


La période des oscillations harmoniques ne dépend pas des condi- 
tions initiales: cette propriété s’appelle isochronisme. Quel que soit 
l’écart du point de sa position d’équilibre et quelle que soit la vitesse 
initiale du point, le temps au bout duquel ce point revient au céntre 
O reste le même. 

Le nombre d’oscillations par seconde v — 1/T s’appelle fréquence 
d'oscillation; l'unité de fréquence, égale à c-! (une oscillation par 
seconde), s’appelle le hertz. La grandeur «© égale au nombre d’oscil- 
lations pendant 2x secondes s'appelle pulsation, ou fréquence circu- 
laire. 

Donnons une interprétation mécanique aux constantes arbitrai- 
res. La quantité positive a (écart maximal x d’un point de sa posi- 
tion d'équilibre) s'appelle amplitude d'oscillation. La fonction du 
temps, of — ps, est la phase d'oscillation, et la constante w,, la phase 
initiale. Les quantités a et œ, sont des constantes arbitraires quand 
il s’agit de la solution générale de (14.3). Pour chaque oscillation 
harmonique elles prennent pourtant des valeurs bien déterminées 
en fonction des conditions initiales. On pose par exemple que pour 
—0Oona 


x (0) = Zo, x (0) = 1. (14.6) 
1.2. Détermination de l’amplitude et de la phase initiale à partir 
des conditions initiales. Proposons-nous. de déterminer a et @,. Par 


dérivation de (14.4), on obtient l'expression de la vitesse du point 
oscillant à un instant quelconque: 


z = — av sin (ot — pp). (14.7) 


Posant t = 0 dans (14.4) et (14.7) et faisant intervenir les conditions 
initiales (14.6), on obtient deux équations qui définissent l'amplitude 
et la phase initiale: 


UV # 
To = 4 COS Pos = a sin Pg« 
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Elevons au carré les deux équations et faisons leur somme. IE vient 
xs + 0 q2 
0 ' 
car sin? , + cos? po — 1. Divisons ensuite Ja première équation 
par la seconde: 


OX) 
Up ° 


cotg Po = 


Ainsi donc, on peut déduire l'amplitude et Ïa phase initiale des os- 
cillations à partir des conditions initiales 
en appliquant les formules 


a= + V&+#, cotg Po — rs (14.8) 


D 
Poe si né 
n<Py<2n si vw<0) 


En particulier, si vo — 0, il ressort ne à 
des formules (14.8) que a = | x,}, cotg go — + œ (le signe: po- 


sitif correspond à x, >> 0, le signe négatif à x9 << 0). On a donc 
pour Vo = 0 et zo >> 0 | 


Fig. 14.2 


& — Lo; Po = OÙ, 


égalités qui permettent de déterminer, à l’aide de (14.4), la loi du 
mouvement sous ia forme 


Z = Xo COS Ok. (14.9) 


La courbe représentative des oscillations pour x, >> 0 et vo, = 0 
est donnée sur la figure 14.2. 
Pour v, = 0et rx; <0,0ona 


a — — Lo; Po — À: 


et l'équation du mouvement (14.4) s’écrira encore sous la forme 
(14.9) : 


ZT = — Lo COS (of — n) = Xp COS wé. 


1.3. Oscillations d’un solide suspendu à un ressort: Considérons 
à présent une masselotte 7 de masse m qui effectue des oscillations, 
étant suspendue à un ressort de raideur c. Soit B (fig. 14.5) la posi- 
tion occupée par l'extrémité inférieure du ressort non déformé dont 
l'extrémité supérieure est fixée en À. Après avoir suspendu et laissé 
descendre bien lentement (« statiquement ») la masselotte, l'extré- 
mité inférieure du ressort occupera une position d'équilibre ©. Nous 
l'adopterons comme origine des coordonnées et orienterons l'axe 
Ox verticalement vers le bas. Le segment BO s’appelle allongement 
statique À du ressort. Puisque la force élastique du ressort, due à 
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la déformation, est égale en état d'équilibre au poids de la masse- 
lotte, X — mg, il ressort de (14.2) que 


24 


=, (14.10) 


C 


En tirant verticalement, amenons la masselotte A à une distance 
de O, puis lâchons-la : nous constatons qu’elle prend, le long de l'axe 
orienté Ox et de part et d'autre de ©, un mouvement oscillatoire. 
Examinons la position occupée par A7 à un instant donné t. Le point 
M est sollicité par son poids mg et la force élastique 
du ressort À — —c{x + À4), car l'allongement du 
ressort BM = BO + OM = 4 + x. L'équation dif- 
férentielle (13.20) s’écrira sous la forme 

d?x 


NM — 
dt? 


= M£g —C (x + Àst) = Ets 
car mg — cÀ.+t en vertu de (14.10). Divisant par m, on 
obtient 

zx + w?2x = 0 (u?= =) : 


2 


Ce n’est autre que l'équation différentielle (14.3) des 
Fig. 44.3 oscillations harmoniques horizontales. Nous voyons 
maintenant pourquoi l’origine des coordonnées a été 
choisie en position d'équilibre statique et non à l’extrémité libre du 
ressort: cela permet de réduire l'analyse des oscillations harmoni- 
ques verticales au cas des oscillations horizontales. Puisqu'on a en 
vertu de (14.10) 
(14.11) 


_& 
m st”? 


la formule (14.5) définissant la période d’oscillation T se laisse 


écrire comme suit: 
st 
ay. (14.12) 


Les formules (14.4) et (14.7) à (14.9) restent inchangées. 


Exemple 14.1. Supposons qu'on abandonne brusquement la masse- 
lotte suspendue en B f{fig. 14.3). On demande de savoir l'élongation maximale 
hkdyn de la masselotte, l'allongement statique At du ressort étant connu. 

Solution. Plaçons l’origine des coordonnées en ©. Les conditions 
initiales pour t — O0 sont alors 


z (0) = 29 = —Àst, x (0) = v = 0. 


Conformément à la formule (14.9), l'équation des oscillations harmoniques 
sera 
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Substituons la valeur de © tirée de la formule (14.11). Il vient 


z = — }gt COS AE {. 
Àst 


La valeur maximale de x sera atteinte pour 


Vo 
cos } As t— —1, 
c'est-à-dire chaque fois qu’on aura t — TT, . F: 2 T, etc. Il en résulte que 


Tmax — Àst- 
L'élongation maximale A4yn de la masselotte de sa position initiale B est 
Aâyn — Tmax OB — st + hot = 2kst: (14.13) 


Les élèves ingénieurs auront tout intérêt à apprendre par cœur cette formule 
bien simple qui leur sera d’une grande utilité, 

Exemple 14.2. Une masselotte M de poids P est attachée à deux 
ressorts assemblés bout à bout, de rai- 
deurs ce, et © (fig. ee Déterminer la 
période 7 des oscillations propres 
de M. 

Solution. La force P provo- 
que l'allongement des deux ressorts. 
En position d'équilibre statique de A7 
les allongements des ressorts sont res- 
pectivement 


@)_ P 2) P 
het Te et ne RS 


L’allongement total est 


(1) 


D'autre part, on peut admettre que l'al- 
longement Àst se rapporte à un ressort 
unique de raideur créd: 


P 
Créd 


Àst = x (2) Fig. 14.4 Fig. 14.5 


Où Crea eSt la raideur réduite des ressorts. Egalant les seconds membres des 
égalités (1) et (2), on obtient 


C, —* e 
réd ci + 


La période des oscillations propres de la masselotte M se laisse définir par la 
formule (14.5) dans laquelle m — P/g: 


r=2a)/" - —=2n / PUte) 


&Créd BC1C2 
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Exemple 14.8 Résoudre le problème précédent en plaçant la mas- 
selotte entre les mêmes ressorts (fig. 14.5). 

Solution. Supposons qu’en position d'équilibre statique de la mas- 
selotte M, l'allongement du ressort supérieur est égal à À; le ressort inférieur 
sera alors comprimé d'autant. En position d'équilibre statique le poids P de M 
sera donc équilibré par les forces élastiques F.,, F, des ressorts (fig. 14.5), vu 


sorte que 
P = CA -}- Code. (3) 
D'autre part, on peut poser en remplaçant deux ressorts par un seul: 
P— Créedh; (4) 


où crea est la raideur réduite des ressorts. Egalant les seconds membres des 
égalités (3) et (4), on trouve 

Créd— C1 + Ca 
La période des oscillations propres de la masselotte A1 se définira par la for- 
mule (14.5) en mettant m — P/g: 


TP. PT. 
T—=a2n V = 2 D : 
gCrEa g (c1 + C2) 


$ 2. Oscillations amorties 


2.1. Equation différentielle des oscillations amorties. En analy- 
sant les oscillations harmoniques propres, on suppose que le point 
ne subit qu’une force unique: la force de rappel À — —czx qui 
rétablit l'équilibre. Or, dans la pratique, toute oscillation du point 
matériel s’évanouit, ou s’amortit, à moins d’être entretenue par 
une action extérieure. L’amortissement est causé par les forces qui 

| s'opposent au mouvement : la résistan- 


| y. ce du milieu, Île frottement, etc. 
9 _k__X | Soit un point matériel M de masse 
m qui effectue un mouvement rectili- 
gne sous l’action de la force de rappel 
À = — cz 


Fig. 14.6 
qui attire le point à sa position 
—. : _: d'équilibre © et dont le module est 
proportionnel à la distance OM — zx; supposons que le point M 
éprouve en outre l’action d'une force résistante R orientée dans le 
sens inverse du mouvement (fig. 14.6). La force de rappel peut être 
matérialisée par un ressort de raideur c qui agit conformément à la 
loi de Hooke (voir n° 1). Quant à l'intensité de R, qui peut varier 
suivant la nature physique de la force, elle est toujours fonction de 
la vitesse du point. Nous supposerons donc que la force résistante 
varie de façon linéaire, c’est-à-dire proportionnellement à la valeur 
algébrique de la vitesse v — dr/dt: 


R = — bv 
(b est le coefficient de résistance). 


F =... : | 
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L'équation différentielle (13.20) Dre sous la forme 
dx = 
ge # 


Faisant passer tous les termes dans le premier membre et divisant 
par m, on obtient 


x + 2x + w2x == 0 (28——, =) (14.14) 
L'équation caractéristique de (14.14) est 
2 + 2BA + ©? — 0; 
elle admet comme racines 
Ma= —P + VB. 


Bornons-nous à considérer le cas où f? << ow°, afin d’exclure des coef- 
ficients de résistance trop élevés, et introduisons la notation *) 


k2 = ©? — f?>> 0. (14.15) 
Les racines s'écrivent alors 
Mo = — $ + ki (® = — 1), 


et la solution générale de l'équation différentielle se laisse mettre 
sous la forme 
x —= age Bt cos (ki — po), (14.16) 


où a >> 0 et y, sont des constantes arbitraires déterminées à partir 
des conditions initiales pour chaque mouvement oscillatoire concret. 


2.2. Propriétés des oscillations amorties. 
1° La période d'oscillation est égale à 
p__ AR 2H 

CR Vap | 

où k est la pulsation des oscillations amorties. La période constante 

T' (indépendante des conditions initiales) est plus grande que la 

période des oscillations harmoniques T — 2x/o d’un point de même 


masse soumis à une même force de rappel À — — cx mais évoluant 
dans un milieu de résistance nulle: 


T'>T. 
La résistance du milieu a donc pour effet de faire croître la période 


d'oscillation (ou de réduire la pulsation, ce qui revient au même). 
29 La valeur instantanée de l'amplitude des oscillations 


À (t) — age Pt 


nn L'inégalité (14.15) est une condition nécessaire du mouvement oscilla- 
toire. Si elle n’est pas vérifiée {P? > w”), le mouvement sera apériodique. 


(14.17) 
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est une quantité variable, qui tend asymptotiquement vers zéro 
pour t —oo (d’où l'appellation: oscillations amorties). On a à 
l'instant initial { = 0 

A (0) = &; 


et en fin de la première alternance (demi-période) 


1 
_— BT’ 
# (ZT) = DA 


Le rapport des amplitudes au début et en fin de l’alternance, 


AO Le BT' 


L 3 j 
AfzT) 
s'appelle décrément d'amplitude. 11 sert à évaluer la diminution de 
l'amplitude des oscillations au bout de chaque alternance. Le loga- 
rithme naturel du décrément d'amplitude, c’est-à-dire la quantité 


1 
— BT’ 
A=Ilne2 à 


= +67", (14.18) 


est le décrément logarithmique. Il peut aussi être déduit par observa- 
tion directe, en mesurant les amplitudes 4, À,., de deux alternan- 
ces consécutives (fig. 14.7): 


Les: : An — 1 ? 
A= lin An, = 2 PT ; 
puisque la quantité 
1 pre Pl 
Li 
(#57) 


. reste égale à À, quel que soit l'instant 
Fig. 14.7 considéré LE | 

PE Connaissant A et la pulsation 

des oscillations non amorties w, 

on peut déterminer Île coefficient de résistance réduit 6. Portons 

dans la dernière égalité la valeur de T” tirée de (14.17). Il vient 


LU 
ya 


d'où _ 
Ao? = (n° + A?) p? 
et finalement 


eo A 
p — TEE. (14.19) 
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Remplaçant f et © par leurs valeurs tirées de (14.14), on obtient 
pour le coefficient de résistance b: 


= Ve À (14.19°) 
va + A? 
On voit sur la figure 14.7 un exemple de courbe représentative des 
oscillations amorties. 
3° Définition de l'amplitude initiale a, et de la phase initiale 
o à partir des conditions initiales. La dérivation de (14.16) donne 
l'expression de la vitesse du point animé d’oscillations amorties : 


z = — aBe”Êt cos (kt — ps) — agke-Bt sin (kt — p,). (14.20) 
Posant t — 0 dans (14.16) et (14.20), on a sous les conditions initia- 
les (14.6) 

Lo = op COS Pos Vo — — of COS Po + ok Sin Po: 


ou 
L_ 1 À 
Ag COS Po Lg SA Po (Vo + Bio). 


Ces équations seront résolues par analogie au n° 1.2. Il vient 


Lo k 
= + V +4 (Co+Pr),  cotg Po EE 
ds <n si no) (14.21) 
n<Po<2n si v+pr<O0 | 


Pour 8 — 0 on a # = w en vertu de (14.15); les formules (14.21) 
se réduisent à (14.8). Cela est normal, car la condition $ — 0 veut 
dire que l'amortissement est inexis- 
tant (b—0) et les oscillations 
deviennent harmoniques. 


Exemple 14.4 Un cylindre de 
poids P, de rayon r et de longueur hk 
est suspendu à un ressort dont l’extré- 
mité supérieure est fixe. La raideur du 
ressort est ec. Le cylindre est plongé 
dans un liquide de poids spécifique y: il 
y est immergé à mi-hauteur en état 
d'équilibre statique. A l'instant initial 
le cylindre a été immergé de ?/, de sa hau- 
teur et abandonné sans vitesse initiale. 
Former l'équation du mouvement du Fig. 14.8 
cylindre si la résistance du liquide est | 
égale à R — —bv. Déterminer la con- 
dition pour que le mouvement du cylindre soit oscillatoire (fig. 14.8). 

Solution. En position d'équilibre statique le poids P du cylindre 
est équilibré par la force élastique du ressort Fit — cÂst et la force archimé- 


dienne P, — 5 xr?hy orientée verticalement vers le haut (fig. 14.8, a), si bien que 


P=— nrthy + chst. (14.22) 
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Considérons la position du cylindre à un instant # où le centre © du cylindre 
s'écarte,' en sens vertical, d'une distance x de la position d'équilibre statique 
adoptée comme origine (fig. 14.8, b). Le cylindre sera sollicité par son poids P, 
la force élastique du ressort F — ec (Ast + x), la force archimédienne P4 — 


= x? (h/2 L x) y et la résistance R — —_bz. L'équation différentielle ‘du 
mouvement du cylindre s’écrira comme suit: 
spa (Ste) y—e (hotte) —be. 


Faisant intervenir l'égalité (14.22), on obtient 


. z — — (c+ nr) x—br, 


Divisant par P/g et introduisant les notations 


c—+ sr b 
TT ,, pe, (14.23) 


on obtient l'équation différentielle des oscillations amorties (14.14): 


x + 2fr + oër —0. 


Pour que le mouvement du cylindre soit oscillatoire, il est nécessaire que soit 
réalisée la condition (14.15), c'est-à-dire l'inégalité 

a CHar?y ——+ | gb } 

: ER ir 7 


que nous supposerons vérifiée. Les conditions initiales sont 


| 1 { : _ 
2(0=h—-R= ER, & (0) —vo9—=0. 
Les formules (14.21) nous donneront l'amplitude et la phase initiales: 
> cp? ho ” Von 
do — To v'1+ 5 6 Vo , .Po — arc cotg p , 


et la solution (14.16) s’écrira :comme suit: 


. RO. Bt nn [ CETTE Vo? —Bp? | 
L= —— 2% coë @i— BE —arc cotg —— 
6yVoi—E .-.. Voi—6 8 p ‘ 


où w$ et B se définissent par les formules (14.23). 

Exemple 144.5. Un corps est suspendu à un ressort. Quand la résistance 
est nulle, il oscille avec une période 7 = 0,2 xs, et quand la résistance est pro- 
portionnelle à la première puissance de la vitesse, il oscille avec une période 
T'— 0,25 xs. Chercher l'équation des oscillations amorties du corps, 
sachant qu'à l'instant initial on a donné au ressort un allongement de 0,06 m 
avant d'abandonner le corps. | 
dé : olution. La pulsation © des oscillations propres est égale, d'après 

.5), à 0 
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Cherchons le coefficient $ à l’aide de la formule (14.17) 
27 
V100—$ ” 
pui cherhons Æ à l'aide de (14.15): 
k— Vo?—B2—8 5-1, 


La solution générale (14.16) pour les oscillations amorties s’écrira en l’oc- 
currence 


0,25n— B—6 51, 


x = age $t cos (8E — ps). (1) 


L’amplitude initiale a, et la phase initiale q, se définissent à partir des con- 
ditions initiales x, — 0,06 m, w = 0 à l’aide des formules (14.21): 


20 = 0,068 +-56 0,06: 06? +$ 0, 062 —=0,075 m, p,—atrc cotg À =0,643. 


Portant les valeurs calculées dans (4), on obtient l'équation du mouvement 


oscillatoire : 
z = 0,075 e-$t cos (8t — 0,643). 


$ 3. Oscillations forcées 


3.1. Oscillations forcées en l'absence de la résistance. Supposons 
que le point matériel M de masse m effectue un mouvement rectiligne 


sous l’action de deux forces appliquées : une force de rappel X — —cx 
et une force perturbatrice F (fig. 14.9) 

dont la valeur algébrique est une 2 X n" F 
fonction périodique du temps t. Par a 
exemple, 


F = H cos (pt — 1). Fig. 14.9 


Ici HA >> 0 est l'amplitude, p la pulsa- 
tion, 1, la phase initiale de la force perturbatrice. La période de 
variation de la force perturbatrice F est 


| (14.24) 
L'équation différentielle (13.20) s'écrira alors 
m = — cz H cos (pt —"), 
ou sous forme équivalente 
or hcos(pt— 1)  (w?=—+, +). (44.25) 


C'est une équation différentielle linéaire‘du second ordre à coeffi- 
cients constants. Sa solution générale est égale à la somme de l’une 
de ses solutions particulières et de la solution générale x, de l'équa- 


18—01146 
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tion homogène associée 
T + @x, = 0. 
La solution générale x, est de la forme (14.4): 
L1 = y COS (oË — 1). 


La solution particulière x," de (14.25) peut être cherchée sous la 


forme 
z, = B cos (pt — Vo). 


Calculons la dérivée seconde de x, et portons sa valeur dans (14.25). 
On aboutit à l'identité 


—p?B cos (pt — Vo) + w? cos (pt — Yo) — À cos (pt — wo). 
Si donc p = w, il vient 


pas" 


opt COS (pt — Vo). (14.26) 
Ainsi donc, la solution générale de (14.25) s’écrira définitivement 
pour p -£ o comme suit: 


k - 
T= T+ T4, 0c0s (oi— pi)+-s— 5 cos (pt— 14). (14.27) 


P 

‘Donnons à cette solution une interprétation mécanique. Le 
mouvement du point 17 se compose de deux mouvements oscillatoi- 
res : oscillations x, de pulsation égale à celle des oscillations harmo- 
niques propres, et oscillations forcées x, de pulsation égale à celle de 
la force perturbatrice. Il est à noter que les conditions initiales, 
c'est-à-dire La position et la vitesse du point 4f à l'instant initial, 
exercent une iniluence sur l'amplitude à, et la phase initiale œ, des 
oscillations x, mais n'affectent aucunement les oscillations forcées 
x. Il ressort de la formule (14.27) que l’amplitude et la phase ini- 
tiale des oscillations x,, dont la pulsation est celle des oscillations 
propres, dépendent non seulement des conditions initiales mais aussi 
des paramètres k, p, Ÿ, caractérisant la force perturbatrice. 

Nous décrirons maintenant les propriétés des oscillations forcées. 

La pulsation des oscillations forcées est égale à p, donc à celle 
de la force perturbatrice F. De ce fait, la période x des oscillations 
forcées se définit, elle aussi, par la formule (14.24). Pour p << ©, 
c'est-à-dire dans le cas des oscillations forcées de faible pulsation, 
leur amplitude À est égale à 

jt (14.28) 


et l'équation des oscillations forcées s'écrit comme suit : 


h 
2 — op (Pi — Vo). (14.28a) 
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Par conséquent, pour p << © les oscillations forcées et la force per- 
turbatrice se trouvent toujours en phase: autrement dit, les valeurs 
algébriques de la force F et de l’élongation x, sont toujours de même 
signe. | 
Pour p => &w, c'est-à-dire quand les oscillations forcées ont une 
pulsation élevée, leur amplitude est 
A (14.29) 


p?— w? 


et l'équation des oscillations forcées s'écrit 
q 


h 

Tags COS (PÉ— Yo — A); 

ce qui est de toute évidence identique à (14.26). Dans le cas considéré 

les oscillations forcées et la force perturbatrice sont en opposition 

de phase, ce qui veut dire que les 

valeurs algébriques de la force F 2 

et de l’élongation x, sont toujours ‘? peu 

de signes opposés. À 
Il ressort des formules (14.28) JNABAFTE 

et (14.29) que l'amplitude des ? 

oscillations forcées ne dépend pas 

seulement de l’amplitude réduite 

h — H/m de la force perturbatrice 

mais aussi (quand la pulsation w ÿ Î 

des oscillations propres est fixée) 

de la pulsation p de cette force. Fig. 14.10 

Portons en abscisses le rapport p/o | 

et en ordonnées le rapport A:/4,, où À, = h/w est la valeur limi- 

te de l’amplitude des oscillations forcées pour p —-0: nous obte- 

nons la courbe représentative de la fonction 


Af 


Cas de résonance 
La 


SES 


(voir fig. 14.10). Cette courbe montre que pour 0 << p/o < 14 on 
a 1 4/4, oo et pour 1 << p/® < co on à © > Ar/A, > 0. 
Autrement dit, quand la pulsation p de la force perturbatrice aug- 
mente, l'amplitude des oscillations forcées croît de façon monotone 
à partir de la valeur 


pour devenir infiniment grande quand p est voisin de w, c’est-à-dire 
de la pulsation des oscillations propres. Si p continue à eroître”au- 
delà de cette valeur, l’amplitude des oscillations forcées décroît 
de facon monotone en tendant vers zéro. 


18% 
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3.2. La résonance *). Si la pulsation de la force perturbatrice 
coïncide avec celle des oscillations propres, on observe un phénomène 
appelé résonance. La formule (14.26) fait alors défaut, si bien qu'on 
est obligé de chercher la solution particulière x, de l'équation (14.25) 
pour p — «œ sous la forme 


z, = Dt sin (@t — Yo). 
Calculons les dérivées 


A — D sin (ot —",) + wDt cos (@Ë — 1»), 


% — 20D cos (ot — 49) — ®’D1 sin (oi — 1) 


et portons-les dans (14.25) (pour p — &). Après réduction des termes 
semblables, il reste 


20D cos (ot — Yo) = À cos (of — 1), 
d’où 
D 


20 


En cas de résonance, l'équation des oscillations forcées s'écrit donc 


r= pt sin (ot). (14.30) 
La courbe représentative des oscillations 
_ forcées x, est montrée sur la figure 14.11. 
En analysant la formule (14.30) et 
la figure 14.11, on s’assure qu’en cas de 
résonance l'amplitude des oscillations 
forcées ht/ (20) croît indéfiniment dans 
le temps de façon linéaire **)}, c'est-à-dire 
proportionnellement à £. 
Fig. 14.11 Remarquons qu'il est pratiquement 
impossible: d'assurer une coïncidence 
rigoureuse des pulsations de la force perturbatrice et des oscilla- 
tions propres, ainsi que d'éliminer la résistance. On entend par 


.. .*) En plus de la résonance «ordinaire» étudiée ici, il convient d'indiquer 
un phénomène de grande importance en technique : c’est la résonance dite para- 
métrique, où amplification des oscillations causée par une variation périodique 

dans le temps) des paramètres du système vibratoire. La théorie mathématique 

e la resonance paramétrique est développée dans le livre de V. Yakoubo- 
vitch et V.Starjinski, Æquations différentielles linéaires à coefficients 
périodiques et leurs applications, paru en anglais aux éditions John Wiley & Sons 
en 1975 (V. Yakubovich, V. Stärzhinskii, Linear Differential Equations with 
Periodic Coeïficients, v. 4 and 2); les applications sont décrites dans le cha- 
pitre VI de ce livres  . | re 

**) Ceci est la différence entre la résonance ordinaire et la résonance plus 
compliquée, dite résonance paramétrique (fondamentale et combinée): dans le 


dernier cas l'amplitude des oscillations croît de façon exponentielle. 
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résonance plutôt une croissance accusée de l’amplitude des oscilla- 
tions dans le système oscillatoire, qui se manifeste dès que la pul- 
sation de la force extérieure devient proche de l'une des pulsa- 
tions qui caractérisent les oscillations propres (libres) du système. 


Exemple 14.6. Déterminer la valeur de la flèche statique du ressort 
d'un wagon, propre à éviter la résonance due aux chocs de la roue sur les joints 
de rails pour une vitesse de roulement jusqu'à 40 m/s. La longueur du rail est 
= 12 m. 

Solution. La mise en résonance se proquis quand la période des oscil- 
lations propres du wagon devient égale à celle de la force perturbatrice, repré- 
sentée ici par les chocs de la roue sur les joints de rails *). La période des oscil- 
lations propres est définie par la formule (14.12) : 


Âst 
T—2n je 
| £ 


La période de la force perturbatrice est égale à la durée du roulement sur le 
rail de longueur !: 


T=— 


V 


De l’inégalité T <7T il découle que 
gl 
Mt < Frivr - 
Pour v=— 40 m/s, le second membre 
présente sa valeur minimale égale à 


9,81. 12? 
4-9,87-40? 


Pour éviter la mise en résonance, on 

doit assurer At << 2,23 cm. 
Exemple 14.7. Représenions 

schématiquement une voiture (automo- 

bile) sous forme d’une masse m fixée en Fig. 14,12 

un point € du ressort dont l'extrémité 

inférieure À, fixée sur l'essieu de la roue, effectue des oscillations verticales 

causées par les aspérités du sol et régies par la loi 


AB = 0,15 sin 10 t. 


Déterminer les oscillations forcées de la voiture si sa masse m — 500 kg et 
la raideur du ressort c — 200 000 N/m (fig. 4.12). | 

Solution. Orientons l'axe Oz verticalement vers le bas, en prenant 
comme origine la position d'équilibre statique de la voiture (à condition que 
le point À occupe la position inférieure sur la verticale, voir fig. 14.12). La 
voiture est sollicitée par son poids mg et la force élastique du ressort F (F=— —cà). 
L'équation différentielle du mouvement de la voiture s'écrit 


=0,0223 m. 


mr =mg—ch. (4) 


*) Si le système linéaire subit une action extérieure périodique mais non 
harmonique, le RRobens peut être réduit à celui qu’on vient d’étudier, grâce 
au principe de la superposition décrit en théorie des oscillations. 
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A l'instant { l'extrémité inférieure du ressort sera venue de la position À en 
position B. La déformation subie par le ressort est donc 


À = hat + z — AB = Àst + x — 0,15 sin 106, (2) 
Portant (2) dans ({) et appliquant (14.11), on obtient 
mx =—ez-+0,15c sin 0?. 


Après ;division par m, l'équation différentielle du mouvement de la voiture 
se ramène à la forme (14.25): 

z + @r — h sin 10t, 
où 


D = ——— — 400 ss? he 0,150? = 60 m/s?, Vo « 


Voyons si la résonance est possible. On a p — 10 st, © = 20 s-1, si bien que 
p :Z ©. Notons qu'on a ici p << w, aussi l’amplitude des oscillations forcées 
se définira-telle par la formule (14.28): 


h 60 
@3—p?  400—109 
L'équation des oscillations forcées se présente alors sous {la forme (14.28a) 
z = 0,2 sin 104. 


Ar = (0,2 Me 


3.3. Influence de la résistance sur les oscillations forcées. Nous 
avons’signalé dans le n° 2.1 que tout mouvement s'accompagne d’une 
force résistante que nous avons considérée proportionnelle à la vi- 
tesse, À — — bu. En présence d’une force de rappel X — — cx, 
d’une force résistante À = bu et d’une force perturbatrice 
F — H cos (pt — o), l'équation différentielle des oscillations s'écrit 
sous la forme | | 


24 28 + &x = h cos (pt — 1) (28-—, =, h= +) 


(14.31) 


(voir (14.14) et (14.25)). C'est une équation différentielle linéaire 
du second ordre à coefficients constants. Sa solution générale est 
égale à la somme de l’une de ses solutions particulières et de la so- 
lution générale de l’équation homogène associée 

z + 2Br + ox — 0. 


Quand larésistance est faible (B  &), la solution générale de l’équa- 
tion homogène se présente sous la forme (14.16): 


z= ae cos (V ©? —B2i—,). 
La solution particulière x, de‘(14.31) peut être cherchée sous la forme 
z, = E cos (pt — Va — e), 
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où E et e sont deux constantes que l’on choisit de telle façon que x, 
soit solution de l'équation. 
Pour déterminer E et &, calculons les dérivées 


To = — pE sin (pt —1, —e), To — — p?E cos (p£ -— y — €) 
et portons-les dans l'équation différentielle (14.31): 
—p? E cos (pt — 149 — €) — 2fp E sin (pt — Yo — €) + 
+ @°E cos (pt — wo — €) = h cos [(pt nd €) + 
+ €] — h cos & cos (pt — 19 — €) — hsine sin (P£ —Ÿo — €). 


Egalant dans cette identité les coefficients qui affectent 
cos (pt — 9 — €) et sin (pt — Yo — Ee), on obtient 


(o? — p?)E = h cos €, 28p E — h sin &. 
Elevons au carré chacune de ces dernières équations et faisons leur 
SOMME : | | 
E? [{w? — p°}? + 4B2p°] =.h?; 
divisant la première par la seconde, on obtient 


GÈ — 

2fp | | 

Ainsi done, la solution générale de l'équation différentielle (14.31) 
dans le cas des petites résistances se présente comme suit : 


x = a,e"ht cos (Vo? fe t— Pi) + E cos (pt — Vo —E); (14.32) 


2 
LA — Colge, 


où 
E= Li 


Vtt appt 


(W2— p° 
E— ATC COÏg — (O<E< 7). 
(14,33) 


Le premier terme de (14.32) détermine les oscillations libres amorties 
(voir (14.16)) dont l’amplitude a, et la phase initiale @, ne se défi- 
nissent déjà plus à partir de (14.21). On Les trouve en substituant les 
conditions initialés dans la solution générale (14.32) et dans l’ex- 
pression de sa dérivée. Ces oscillations sont toujours amorties, si 
bien qu’au bout d’un temps suffisant après l'application de la force 
extérieure, il ne reste dans le système que lés oscillations forcées 
xs = E cos (pt-— Vo — Eh 

Leur amplitude E et le décalage de phase initiale £& sont définis par 
les formules (14.33). 


Dans l'étude du régime permanent, on peut se borner à analyser 
les oscillations forcées. De même que dans le n° 3.1, leur période 
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est égale à 


On voit donc que la résistance n’a aucun effet sur la période dus 
oscillations forcées. 

Par contre, ‘en comparant les formules (14.33) et (14.28) (ou 
(14.29)), on remarque que la résistance a pour effet de diminuer 
l'amplitude des oscillations forcées. Quand p — ©, l'amplitude ne 
tend pas vers l'infini (comme c’est le cas en l’absence de la résistan- 
ce, voir Îig. 14.10) mais vers une quantité finie k/(26p). Les valeurs 
de k/o° et de f/o étant données, l’amplitude des oscillations forcées 
est une fonction du rapport p/w: 


AE) 


Pour déterminer les extrémums de E, cherchons ceux du radi- 
cande, c’est-à-dire de 


p? p 
Annulons la dérivée 


l'EO=-4Æ(-8)+8ÉE-0; 


(og < co } . 


nous obtenons des valeurs stationnaires 


0, &=y/1-2È 


(la valeur ë, n’est pas considérée, car elle est négative). 
La première valeur £, — 0 fournit la valeur minimale de l'am- 
plitude des oscillations forcées 


E (0) =À- 


Pour Ë = £,, c’est-à-dire pour p = Vœ? — 2f?, l'amplitude atteint 
sa valeur maximale : 
a à) 


2571) EF ve 
La courbe représentative de la fonction E (p/«) est montrée sur Ju 
figure 14.13. 


Si en l'absence de la résistance on observe la résonance avec 
p = 6, la mise en résonance en présence d’ une force résistante «0 


EXERCICES V1 


produit quand la pulsation de Ia force perturbatrice est 
Prés = @?— 282 < w. (14.35) 


Le phénomène de la résonance mécanique provoque une augmen- 
tation accusée de l’amplitude des oscillations forcées de la structure 
(fondation, plancher, pont) et risque d'entraîner même la destruction 
de l’ouvrage. La résonance produit donc 
ici un effet nuisible, si bien qu’on cher: 
che à la supprimer. Les structures et 
les ouvrages sont souvent dotés de 
dispositifs spéciaux appelés amortis- 
seurs, destinés à atténuer les oscillations. 

Exemple 14.8 Un solide de masse 
m = 4 kg est suspendu à un ressort de raideur 
c — 2000 N/m et soumis à une force perturbatri- Fig. 14.13 
ce F — 100 cos pt N. On demande de savoir la 
pulsation p de F pour laquelle l’amplitude des oscillations forcées sera la plus 
grande, étant donné que la résistance au déplacement du solide est À = 
— —120 v N (vest mesuré en m/s). Quelle est l'amplitude maximale des 
oscillations forcées ? 

Solution. Le carré de la pulsation w des oscillations propres est 
fourni par la formule (14.3): 


ce __ 2000 


O2 = — 


su 2 
a A — 500 s72. 


Le coefficient d'amortissement B est défini par la formule (14.31): 


De la formule {14.35) on tire alors pour la valeur de p en cas de résonance: 
Prée = VF @?— 25 y 500—2:225—7,07 8-1, 


Pour déterminer la valeur maximale de l'amplitude des oscillations forcées 
d’après la formule (14.34), calculons d’abord 
e#. 100 _… m/s?, 
m à 
puis d’après (14.34) 
25 


En = ——"—— 0,0503 m. 
EX 9.45 y/ 500 — 225 


Exercices 


Exercice 14.1. Deux masselottes identiques sont suspendues à un 
ressort dont une extrémité est immobile: le ressort s’allonge de 2 cm. Déter- 
miner l’équation des oscillations, l'amplitude « et la période 7 de la masselotte 
supérieure dans le cas où la masselotte inférieure tombe. 
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Indication. Placer l'origine des coordonnées O en position d'équilibre 
statique de la masselotte supérieure seule restée en place, et orienter l’axe 
Ox verticalement vers le bas. 


Réponse. x — 0,01 cos (10 V'gt), a = 0,01 m, 


0,2 x 
‘RE — = — 0,200 Se 
Ve 


Exercice 44.2. Deux masselottes À et B, de 
poids respectifs P et Q, sont réunies par un ressort com- 
me il est montré sur la figure 14.14. La masselotte À effec- 
tue des oscillations libres verticales d'amplitude a et 
Fig. 14.14 de période T. Quelle est la pression maximale N exercée 
par la masselotte B sur le plan d'appui ? 


. ! 2 
Réponse. N=Q0+P(1+ <%) 


_ Exercice 14.3. Un solide de masse m — 10 kg est suspendu à un 
ressort de raideur c — 4000 N/m. La résistance du milieu est proportionnelle 
à la vitesse. Après trois oscillations, l'amplitude a diminué de 10 fois. Déter- 
miner le décrément logarithmique A et la période T’ des oscillations amorties. 

Réponse. A — 0,384, T' — 0,316 s. 


CHAPITRE XV 


THÉORÈMES GÉNÉRAUX DE LA DYNAMIQUE 
DU POINT MATÉRIEL EN MOUVEMENT ABSOLU 


Par ce titre, nous voulons souligner que tous les trois théorèmes 
traités dans ce chapitre se rapportent au cas où le mouvement du 
point matériel est rattaché à un repère inertiel (voir ch. XIII, 
n° 4.2). | 


S 1. Théorème de la variation de la quantité de mouvement 
. du point matériel 


1.1. Impulsion de la force. Supposons que le point matériel M de 
masse mn se déplace avec une vitesse instantanée v sous l’action 
d'une force F (ici et dans le texte qui suit, on entend par F la résul- 
tante de toutes Les forces appliquées au point) (voir fig. 15.1). Tra- 
. 1) vecteur quantité| de mouvement qg du point (voir ch. XIII, 
n° /1. 


q = mr. 


L'unité SI de module de la quantité de mouvement est le kilogram- 
me-mètre par seconde (kg-m/s). La quantité de mouvement est une 
des mesures du mouvement du point matériel. 

On appelle impulsion élémentaire dS d’une force F le vecteur égal 
au produit du vecteur force F par un intervalle de temps infiniment 
petit dt (fig. 15.1): 

dS = F dt. 


Supposons que le point M passe pendant un temps (0, ft) de sa 
position initiale 7, à la position M sous l'action d'une force F qui 
est en général variable tant en module qu’en direction (fig. 15.2). 

On appelle vecteur impulsion (ou impulsion totale) de la force F 
pendant l'intervalle de temps (0, t) l'intégrale vectorielle d’argument 
scalaire de la fonction vectorielle F (+): 


t 
S— | F (t) di. (15.1) 
0 
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L'unité SI de module de l'impulsion d’une force est le newton- 
seconde (N:-s). L’impulsion d’une force est une mesure d'action de 
cette dernière en fonction de ses module, direction et durée d'action. 

Expliquons la signification de l'intégrale vectorielle (15.1). 
Divisons l'intervalle (0, t) en n intervalles partiels (0, #,}, (£,, &), + . . 
…..r (nu t) et notons Ë,, — t,., = At, (v =1,2,...,n;t9 = 
t, —=t}). On a alors par définition 


n LS 
S— lim Dr(t)At,- | F(t)dt. 
max At, 0 V=1 0 


F(tj)=X(Hi+Y Dj+Z(bk, 
il vient d’après les propriétés de l'intégrale définie: 
t 1 


S=i X(t)dt+j | Y (tdt+k | Z(t)dt, 


0 0 


Si 


c'est-à-dire que la projection du vecteur impulsion de la force sur 


TV, 


my 
LS 
d F 


lo 
Fig. 15.1 Fig. 15.2 


un axe est égale à l'impulsion de la projection de la force sur le même 
axe. Pour simplifier les choses, nous supposons que Iles fonctions 
X (t), Y (t), Z (t) sonx continues. 

1.2. Forme vectorielle et forme scalaire du théorème. Ecrivons 
la deuxième loi de Newton (13.1): 


d 
PT (mov) = Fr. 


Multipliant par dt, nous voyons que la différentielle de la quantité 
de mouvement du point matériel est égale à l’impulsion élémentaire 
de la force appliquée: 

| d (mv) = F dt. 


Intégrant sur t entre 0 et £ et sur v entre v, et v, on obtient 


t 
mo—mv=, | Ft. (15.2) 
0. 


Nous venons de démontrer le 
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Théorème de la variation de la quantité 
de mouvement du point (sous forme vecto- 
rielle). L’accroissement du vecteur quantité de mouvement du point 
matériel pendant un intervalle de temps est égal au vecteur impulsion 
de la force pendant le même intervalle de temps. 

Expliquons ce théorème à l’aide de la figure 15.2. Pour voir 
l'accroissement du vecteur quantité de mouvement, portons le vec- 
teur mv en M, et construisons le vecteur joignant l'extrémité de 
mvo à l’origine de mv. Conformément au théorème, l'accroissement 
du vecteur mu est équipollent au vecteur impulsion $S de la 
force. 

Projetons l'équation (15.2) sur les axes de coordonnées Ox, Oy, 
Oz du repère inertiel. Il vient 


f 
MUx — MU — | À dt, 
0 
î 
MU, — MU, — | Y dt, (15.3) 
0 
t 
MU, — MUS — ( Z dt. 
0 


Le résultat obtenu sera énoncé comme le théorème de la 
variation de la quantité de mouvement du point (sous forme 
scalaire): l'accroissement de la projection de la quantité de 
mouvement du point matériel sur un axe fixe du repère inertiel pen- 
dant un intervalle de temps est égal à l'impulsion de la projection de 
la force sur le même axe pendant le même intervalle de temps. 

Ce théorème est applicable si F (qui est, rappelons-le, une résul- 
tante) ne dépend que du temps ou, en particulier, si elle est constante 
en module et en direction. 


1.3. Corollaires. 1° Si F = 0, on a mv — mv, = 0 et v = v,, 
c'est-à-dire que le mouvement du point se produit par inertie, con- 
formément à la première loi de Newton (voir ch. XIIT, n° 4.Â). 

29 Si À = 0, on a mu; — mx = 0, si bien que v, = 22. 

Si la projection de la force sur un axe reste nulle pendant toute 
la durée du mouvement du point, la projection de sa vitesse sur cet 
axe reste constante. | L 

3° Supposons que la force appliquée reste constante en direction, 
par exemple parallèle à l’axe Oz, en sorte que X — Y = 0. Il ressort 
du corollaire 2° que v, = vf, v, = 0, ou 


dx _, dy, 


285 THÉORÈMES GENBRAUX DE LA DYNAMIQUE DU POINT [Cu. XV 


Multiplions la première identité par v?dt et la seconde par —w£di et 
faisons leur somme. Il vient 


0 +] a 
_ vydx — vdy = 0, 
et aprés integration 
UT — Ur y = Vyto — Ur Yo 


Ainsi donc, le point se déplace en restant dans un plan parallèle à 
la force et défini par les conditions initiales du mouvement: ce 
cas se produit par exemple quand le point se déplace par gravité. 

Les corollaires 4° à 3° représentent des intégrales premières 
des équations différentielles du mouvement du point matériel (13.7). 


Exemple 15.1. S’approchant de la station, le train électrique à une 
vitesse v, — 20 m/s. Déterminer le temps de freinage si la résistance au freinage 
est égale à 0,12 fois le poids de la rame. 

Solution. Représentons le train 
sous forme d'un point matériel. Il est 
sollicité par trois forces: le poids du train 
P, la réaction normale des rails # et la ré- 
sistance au mouvement F, orientée dans le 

Fig. 15,3 sens inverse du mouvement (suivant l'axe 

Ed des x, fig. 15.3). Les deux premières forces se 

| font équilibre, car il n’y a aucun mouvement 

vertical. Appliquons le théorème de la variation de la quantité de mouvement 
du point (sous forme scalaire). D'après la première formule (15.3) 


t 


ue | 0,12P dt—— 0,12P4. 
[4 F4 
0 
La vitesse finale du train est v, = 0, si bien que 
0 20 
= 512 = 0,12.0,81 !75. 


Exemple 15.2. Une bille de masse m, lancée à une vitesse v,, tombe 
sur un plan horizontal AB sous un angle &, puis rebondit sous le même angle a 


nY 
U 
dé S 
& | _. 8, 
5 dé 


Fig. 15.4 


et se meut avec la vitesse v (v — vo) (fig. 15.4). Déterminer l'impulsion de 
la force communiquée au plan par la bille. 
Solution. D'après la formule (15.2) 


t 
mD — mUp = S (s =| F at 5 
: 0 
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où S est l’impulsion de la force F communiquée à la bille par le plan AB pendant 
la durée du choc +. On a dans le triangle vectoriel 


S — 2m sin Œ (1} 


et l'impulsion S est perpendiculaire au plan AB. Quant à l'impulsion com- 
muniquée au plan par la bille, elle est égale à —-$S en vertu de la troisième 
loi de Newton. 

De la formule (1) il ressort que de toutes les billes de masse m possédant 
le même module de la vitesse v, et tombant sous différents angles, l'impulsion 


la plus élevée (S=—2mv;) sera communiquée au plan par la bille qui arrive 
suivant la normale (œ — 90°). 


$ 2. Théorème de la variation du moment cinétique 
du point matériel 


2.1. Moment cinétique du point par rapport à un centre et à un axe. 
Supposons que le point M (fig. 15.5) se déplace suivant une trajectoi- 
re déterminée. Soit mu — MB sa quantité de mouvement à l'instant 
considéré. Choisissons un centre fixe quelconque © et abaïissons une 
perpendiculaire de © sur le support du vecteur mov; la longueur de 
la perpendiculaire } est appelée 
bras de levier du vecteur mv par 
rapport au centre ©. 

.. On appelle vecteur moment de 
la quantité de mouvement ou mo- 
ment cinétique du point maté- 
riel par rapport à un centre fixe 
O, et l’on note | 


K; — Mom, (mv) 


le vecteur d’origine O, dirigé per-. Fig. 15,5 
pendiculairement au plan {0,mv} 

suivant la règle de la vis à droite et dont le module est le produit du 
module de mv par son bras de levier. Ainsi donc, le vecteur K4 est 
orienté de façon que de son extrémité on voit le vecteur mv tourner 
dans le plan OMB autour de © dans le sens antihoraire. Par défini- 
tion, le module du vecteur K, est 


Ko = mvh. 


Il s'ensuit que le moment cinétique K, est égal au produit vectoriel 


du rayon vecteur r du point M par son vecteur quantité de mouve- 
ment mov: 


Ko = Îr, mvl. (15.4) 


Menons par le point O l’axe Oz et un plan II perpendiculaire à cet 
axe. Projetons le vecteur mv sur II et considérons sa projection vec- 
torielle mv, (vecteur ab sur la figure 15.5). Abaissons de © la perpen- 
diculaire À, sur ie support du vecteur mv,. 
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On appelle moment de la quantité de mouvement ou moment ciné- 
tique Ko, du point matériel par rapport à l'axe Oz le produit du 
module du vecteur mv par la longueur de la perpendiculaire h,, pris 
avec le signe positif ou négatil: 


Ko: = Momo, (mo) = + Mmvph. (19.9) 


Si, en regardant de l’extrémité de l’axe Oz, on voit le vecteur MUp 
tourner dans le plan IT autour de © dans le sens antihoraire, le signe 
dans (15.5) est positif; dans Le cas contraire, on prend le signe négatif. 
Puisque 
Ko = 2Sow8: | Koz | = 28008: 


et comme on a d'après la formule connue de géométrie dans l’espace 
S Oab — Somp COS Ÿ; 


où "y est l’angle entre les plans OMB et II (ou l'angle entre les per- 
pendiculaires K,, Oz à ces plans, voir fig. 15.5), on obtient la for- 


mule 
Ko: = Ko cos Ÿ. (15.6) 


Ainsi donc, le moment de la quantité de mouvement du point par 
rapport à un axe est égal à la projection sur cet axe du vecteur mo- 
ment de la quantité de mouvement par rapport à un point quelcon- 
que de l’axe. 

L'unité SI de module du moment cinétique est le kilogramme- 
mètre carré par seconde (kg-m°/s). 

Tout ce qui. précède a déjà été dit dans les n°s 4.1 et 1.2 du cha- 
pitre V, mais à propos du moment de la force. Nous voyons que les 
définitions citées pour un vecteur lié (vecteur mv dans ce paragraphe) 
coïncident avec les définitions énoncées pour un vecteur glissant 
(vecteur force dans le chapitre V). En particulier, la formule (15.6) 
est analogue à la formule (5.4). Par analogie au n° 1.1 du ch. V, 
nous déduisons de la formule (15.5) que 


si Ai= 0, 


ed (5. 


momo, (mu) = Ù 
c'est-à-dire que le moment cinétique du point par rapport à un axe 
s’annule si et seulement si 

a) le support du vecteur mvw vient couper cet axe ; 

b) le vecteur mv est parallèle à l’axe. 

Autrement dit, le moment s’annule quand le vecteur quantité 
de mouvement et l’axe sont coplanaires. 


2.2. Théorème de la variation du moment cinétique du point maté- 
riel. La dérivée par rapport au temps du moment cinétique K, du 
point matériel, dans le cas où le vecteur .K5 est considéré par rapport à 
un centre fixe O dans un repère inertiel, est égale au vecteur moment de 
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la force F appliquée au point par rapport au même centre O: 
— = Mom,F. (15.8) 


Démonstration. Supposons que le point M de masse m 
(fig. 15.6) se déplace dans un repère inertiel Oxyz sous l’action d'une 
force F (ici et partout dans ce chapitre, F est la résultante s’il y a 
plusieurs forces en jeu). Ecrivons la deuxiè- £ 
me loi de Newton 

_— (mo) =F. 
Multiplions les deux membres de cette 
identité vectoriellement à gauche par le 
rayon vecteur r du point M: 


Le (mo) | =ir, F]. (15.9) 


?T 


Fig. 15.6 


Montrons que le premier membre est identiquement égal à dK,/dt. 
En effet, on a d’après les formules 15.4) et (3) de l'Introduction à 
la cinématique 


dKo d dr d | 
di = |" moj=|<, mo |+[r, 7 (mo) |. 


Or, le premier terme du second membre s’annule, car il s’agit d’un 
produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires dr/dt = v et mo. 
Aussi l'égalité (15.9) peut-elle s'écrire 


_ {r, moul=f{r, F|] (15.10) 


ce qui n’est autre qu’une écriture développée de la formule (15.8). 
Le théorème est démontré. 

Projetant (15.8) sur les axes du repère inertiel Oxyz, on obtient 
le théorème de la variation du moment cinétique du point énoncé 
sous forme scalaire: la dérivée par rapport au temps du 
moment cinétique du point matériel par rapport à un axe fixe (ou 


inertiel} est égale au moment par rapport au même axe de la force 
agissant sur Ce point: 


dK Ox 
_ dit 


—— = momo,F, NT 


— momo, , En 


=moms,F. (15.11) 


2.3. Corollaires. 1° Si la force F appliquée au point M passe en 
permanence par un centre fixe (cas d’une force centrale), on a 
Mom, F = 0 et il ressort de (15.8) que 


70. = 0 et Ko(t) —Ko(0), 


19—01146 
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mr 


autrement dit, le moment cinétique du point par rapport au centre 
O est constant en module et en direction. 

2° Si le moment par rapport à un axe fixe (ou inertiel) de la force 
F' exercée sur le point M est identiquement nul, le moment cinéti- 
que de X,, par rapport au même axe reste constant. Par exemple, 


si mom,.F =0, on a Ko, (t) = Ko: (0). (15.12) 


Les corollaires"1° et 2° représentent, en notation développée, 
des intégrales premières des équations différentielles du mouvement 
du” point matériel (13.7). 


Exemple 15.8. Déterminer le rapport de la vitesse de la Terre en 
son périhélie À (c'est-àïdire au point de son orbite le plus rapproché du Soleil) 
à sa vitesse en son aphélie B (le point de son 

LP U, orbite le plus éloigné du Soleil) (fig. 15.7). 
Solution. Le mouvement de la Terre 
M autour du Soleil © est déterminé par une 
— 2 force centrale : la force d’attraction du Soleil. 
Aussi, en vertu du corollaire 19, le moment 
cinétique de la Terre par rapport au Soleil 
est-il constant en direction et en module. La 
direction étant. constante, l’orbite de la Terre 
Fig. 15.7 ‘est une courbe plane, car toute déviation du 
- _—. vecteur vitesse par rapport au plan initial 
(0, mv,} se traduirait par une variation de la direction du vecteur K,. Ap- 
pliquons la première loi de Kepler selon laquelle la Terre décrit une ellipse 
dont le Soleil occupe un des foyers. Lorsque la Terre est en 4, son moment 
cinétique par rapport au point © (ou, ce qui revient au même, par rapport 

à l’axe Oz) est égal à 


momo (mv4) = mv4OA — mA (a — c), 


où m est la masse de La Terre, « = O'A le demi-grand axe de l’ellipse, 2e — 20'0 
sa distance focale. En B on a d’une façon analogue 


momo (mUp) = mvBOB — mvg (a + c). 
Le moment cinétique étant constant, égalons ces grandeurs. On obtient 


; . A . MU À (a — c) = MU p (a + c), 
c'est-à-dire | 


VA __ a+c 1+e 
Up  a—c  1À1—e ? 


où e = c/a est l’excentricité de l’ellipse. Pour l'orbite de la Terre on a 6 = 
— 0,01674, et | | a ler! a e= 
- VA __ 1+0,01674 


Pp 40.016074 — 110845 
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$ 3. Théorème de la variation de l’énergie cinétique 
du point matériel 


3.1. Travail et puissance de la force. L'effet de la force sur le 
point matériel peut aussi se mesurer par le travail. Le travail est 
une mesure d'action de la force par rapport à l’espace parcouru par 
le point d'application de la force. 

Supposons que le point M (fig. 15.8) décrit une trajectoire cur- 
viligne sous l’action d’une force F variable en module et en direction. 
Désignons par dr le vecteur déplacement élémentaire de M pendant 
un intervalle de temps infiniment court. 
Puisque le vecteur vitesse de M est v— 


U 
ar 
— dr/dt, on a M Me M3 


dr = vdt = idx + j dy + k dz, ' 
(15.13) 


ce qui veut dire que le déplacement élé- 

mentaire se produit dans la direction de la vitesse. Les projections 
dx, dy, dz du vecteur déplacement élémentaire sur les axes inertiels 
Ox, Oy, Oz sont les accroissements des coordonnées du point M pen- 
dant un intervalle de temps infiniment court dt. Le module du vec- 
teur déplacement élémentaire a alors pour expression 


[dr | = V (dx)? + (dy)? + (dz) = ds 
(voir ch. VII, n° 2.2), où ds est la différentielle de la longueur de 
l’arc de trajectoire en M. 
On appelle iravail élémentaire SA *) d’une force F le produit sea- 
laire du vecteur force F par le vecteur déplacement élémentaire dr : 
ÔA = (F, dr). (15.14) 


Conformément à la définition du produit scalaire (voir (1.9) et 
(1.10)), on peut mettre le travail élémentaire d’une force sous la 
forme Du 


Fig. 15.8 


FR 
OA=Fascos(F, v) (ds—| dr |) (15.15) 
et 
GA = X dx + Y dy + Z dz. (15.16) 


La formule (15.15) représente le travail élémentaire sous forme géo- 
métrique, et la formule (15.16), sous forme analytique. Dans la 
dernière formule, À, Ÿ, Z sont les projections de la force F sur les 
axes inertiels Ox, Oy, Oz. Il ressort de (15.15) que pour dd Æ0ona 


*) Le symbole 64 désigne une quantité infinitésimale qui n’est pourtant 
pas, à proprement parler, la différentielle du travail. Le travail élémentaire 
d’une force ne représente Ia différentielle totale d’une fonction de coordonnées 
que dans quelques cas particuliers. a | 


19% 
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Pie AN 
A => 0 quand O< (F, v) << 90°, 84 0 quand 90° < (F, v)< 
« 180° et 6A = 0 quand F | v&. 
Le travail de La force sur un chemin fini MM, (fig. 15.8) est l’in- 
tégrale curviligne du travail élémentaire ÔA prise le long de L’arc 
MM, de la trajectoire: 


LS 
A \ (F, dr) — | Fcos(F, v) ds (15.17) 
MM MiM: 
ou 
4 | (X dr + Y dy+Z dr). (15.18) 
LATE 


La formule (15.47) est la forme géométrique, et la formule (15.18), 
la forme analytique du travail d’une force. 

L'unité SI de travail (et d'énergie) est le joule (3): c’est le tra- 
vail d’une force de 4 newton (N) sur un chemin rectiligne de 1 mètre, 
à condition que la force agisse dans la direction du déplacement. 

On appelle puissance de la force, le rapport du travail élémentaire 
ÊA de la force à l'intervalle de temps df pendant lequel ce travail 
est produit: 

ôA 
N=——. (15.19) 
En vertu de la formule (15.14), la puissance NW à un instant donné 
est égale au produit scalaire de la force F 
f; par la vitesse v du point M soumis à la 
force : 


A N=(F, v)=XS+Y +. 
(45.20) 


L'unité SI de puissance est le watt (W): 
c'est la puissance d’une force qui produit 
le travail de 4 joule pendant une seconde. 
A côté du joule, on emploie une unité de puissance traditionnelle, 
dite cheval-vapeur {ch} ou simplement cheval: 


{ ch — 736 W. 
Dans le cas où le point est sollicité par plusieurs forces F,,F,, . .. 
+. F, à la fois (fig. 15.9), on a le 


Lemme. Le travail de la résultante des forces appliquées au 
point mobile sur un chemin M,M, est égal à la somme algébrique des 
travaux des forces composantes sur ce chemin. 


Fig, 15.9 
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Démonstration. D'après la formule (15.17) 


À = | (R, dr)= | (Fit Fo... +, dr)— 


Mi CAT 
— À {Ps dr)+(Fs dr)+ + (Pr dr)}. 
Mo 


Or, l’intégrale curviligne d’une somme algébrique de fonctions est 
égale à la somme algébrique des intégrales curvilignes de chacune 
d'elles, 


A= { (F,, dr)+ | (Ps, dr)+ ... + Î (F,, dr). 


——n, es nn, 
MM MiMo MaMo 
Le lemme est démontré. 
Par énergie cinétique T (ou demi-force vive) du point matériel, 
on entend la quantité scalaire égale au demi-produit de la masse 
du point par le carré de sa vitesse: 


1 à 
T=-5 mi. 


L'énergie cinétique est une seconde mesure du mouvement du point 
matériel. C’est une grandeur essentiellement positive, qui ne s’annu- 
le qu’au moment où la vitesse du point devient nulle, c’est-à-dire 
au repos. 


xemple 15.4. Travail d'une force élastique. En mouvement rectiligne 


E 
la formule (15.18) s'écrit 
Le 


À — | X dx, 
X1 


où +, et x, sont les abscisses des positions initiale et finale du point matériel. 
Calculons_le travail que produit la force élastique d’un ressort X = —cz 


Fig. 15.10 Fig. 15.11 


c étant la raideur du ressort, voir ch. XIV, n° 1.1) en passant de la position 
M; à la position M, (fig. 15.10). Il vient en vertu de la dernière formule 
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3.2. Théorème de la variation de l'énergie cinétique. L'accrois- 
sement de l'énergie cinétique du point matériel sur un chemin donné 
est égal au travail des forces appliquées au point sur ce chemin. 

Démonstration. Supposons que le point de masse m 
(fig. 15.11), sollicité par une force F, se déplace de la position M, 
{possédant la vitesse v,) à la position M en acquérant une vitesse v. 
Faisons intervenir la première équation intrinsèque du mouvement 
du point matériel (voir (13.8)): 


m À 


n-=#.=Fcos(F, v). 


Multiplions cette équation par v,dt — ds: 


Pdh 
mv, dv,= mr dv= Fcos(F, v) ds, 


ce qu'on peut écrire, en vertu de (15.19), sous la forme 
Î , 
à (=- mu?) = 64 ; (15.21) 


autrement dit, la différentielle de l'énergie cinétique 7 du point 
mobile M est égale au travail élémentaire de la force F. Intégrons 
l'identité différentielle (15.21} le long de l’arc M,M. Il vient 


TT ,=A= À 64, 


ÉRe.S 
MoM 
ou sous forme développée 


+ mur mu = | (Xdx+Y dy+Zdz). (15.22) 


PRE 
MoM 
Le théorème est démontré. 


Exemple 15.5. Pour déterminer le coefficient de frottement de l'acier 
sur la glace, on a poussé un toboggan sur une portion horizontale de la piste 
et l’on a mesuré l’espace parcouru s et le temps écoulé jusqu’à l’arrêt {, Quel 
est le coefficient de frottement de glissement j ? 

Solution. Le poids du toboggan mg est équilibré par la réaction 
normale N. L'’intensité de la.force de frottement de glissement est égale à sa 
plus grande valeur fN = fmg (voir ch. IV, n° 1.1). Cette force étant constante 
et dirigée dans le sens inverse -du mouvement, on a conformément au théorème 
de.la variation de l'énergie cinétique, | 


9—+ muÿ = — fmgs (1) 


2 


Cela ne nous permet pas encore de déterminer /, puisque nous ignorons la vitesse 
initiale w. Faisons intervenir le théorème de la variation de la quantité de 
mouvement sous forme scalaire. La première équation (15.3) nous donne 


O — mu, = —fmgt. (2) 
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— 


Eliminant v, entre (1) et (2), on obtient 
ès 
Î HE gi , 

Ainsi donc, le coefficient de frottement est autant de fois inférieur à l'unité 
que l'espace parcouru par le toboggan sur la glace est inférieur à l’espace 
parcouru en chute libre pendant le même temps. | 

3.3. Champ de forces dérivant d'un potentiel. Fonction de forces. 
Supposons que la force F.exercée sur le point soit uniquement fonction 
de la position de ce dernier: 


— X (x, y, 2), TT (Lui 2), Z = Z'(x, y,21). 


On dit alors que sur le domaine de définition des fonctions X, Ÿ, Z 
est donné un champ de forces. Si le point évolue dans un champ de 
forces et que le travail des forces du champ ne dé- 

pend pas de l’espace parcouru par le point mais seu- M2 
lement. de-ses. positions initiale M, et finale M, : É 
(fig. 45.12), on dit que le champ de forces dérive 

d'un potentiel. Dans un champ de forces dérivant . /. 

d'un potentiel, le travail le long d’un contour fer- h ” 
mé est nul. On montre en théorie des intégrales ‘7 
curvilignes (voir N.Piskoun:o v, t. II, ch. XV, Fig. 15.12 
$ 7) que cette condition revient à dire que le tra- 

vail élémentaire de Jla force F est la différentielle exacte 
d’une fonction U (x, y, 2): 


SA = X dx + Y dy + Z dr = dU. (15.23) 


On dit alors que les forces dérivent d’une fonction de forces U (x, y, 2). 
Puisque 


__ eU 8U ,.  ôU 


il ressort des deux dernières égalités et de la propriété d'indépendance 
des différentielles dx, dy, dz que 


n au __ 8 


Les conditions (15. … sont nécessaires et suffisantes pour que le 
champ de forces dérive d’un potentiel. 

La fonction de forces U (x, y, z) peut aussi être assimilée au 
travail que produisent les forces du champ quand le point M se dé- 
place de la position M, (xo, Yo, 20) à une position arbitraire M (x; y,2) 


A= { (X dr + Y dy+Z di) — | dU =U (x, y, 2)— 
MoM MoM 


—U (ty Yo 20). (15.25) 
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Considérons deux exemples de champs de forces dérivant d’un 
potentiel. 

Exemple 15.6. Champ de la pesanteur uniforme. Si l’axe Oz est orienté 
verticalement vers le haut (fig. 15.13), le poids d’un point M est P — — mgk, 
c'est-à-dire que 

X = 0, Y = 0, Z = —mg. 


Supposons que le point M sollicité par son poids P s’est déplacé le long d’une 


FA 


Fig. 15.13 Fig. 15.14 


courbe du point Mo (ro Yo, +) au point M (x, y, z) (fig. 15.13). En vertu 
de la formule (15.25), on aura pour la fonction de forces 


Z 
U(z, y, 2)—U (ts Yor 20) = | Z d2= —meg | di= —mg1+m£zoe 
Z0 


nn, 


MoM 


D'où U — —mgz, ce qui correspond justement aux conditions (15.24). 
La dernière formule peut aussi être transcrite de façon à définir le travail 
dans le champ de la pesanteur: 


À = —mgh, (15.26) 


où k — z — z0 est la différence des hauteurs des points d’arrivée et de départ. 

C'est donc précisément à cause du caractère potentiel du champ de la pe- 
santeur que le travail produit par le poids ne dépend pas de la forme de la trajec- 
toire mais se définit d'après la formule (15.26). 11 est à noter que ce travail 
est négatif quand le point remonte sur sa trajectoire (k > 0) et positif quand 
le point descend (k << 0). 

Exemple 15.7. Champ d'attraction. Plaçons l'origine des coordonnées 
O dans le centre d'attraction (fig. 15.14). Les projections de la force d'attraction 
newtonienne s'écriront alors 


es IT = me 2= — (r—yr+y+z), 


rs  ? 


où m est la masse du point attiré, pu la constante de gravitation, x, y, 2 les 
coordonnées du point et r son rayon vecteur, 
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sa 
D'après la formule (15.23) 


7 ie A he 
dU — S (x di + y dy +2 dz) 3 r dr : dr. 


On en déduit par intégration 
Ut. 


r 


C'est justement la fonction de forces d'attraction newtonienne. 


3.4. Conservation de l'énergie mécanique d'un point matériel 
mobile dans un champ de forces dérivant d'un potentiel. Quand le 
point matériel se déplace dans un champ de forces dérivant d'un 
potentiel, le théorème de la variation de l’énergie cinétique (15.22} 


peut s’écrire, en vertu de (15.25), sous la forme 


VE moi = UÙ (x, y, 2) —U (xs, Yo 2). 
Introduisons la notion d'énergie potentielle V (x, y, z) du point, 
où V est une fonction opposée de la fonction de forces *): 

V (x, y, 2) = — U (x, y, 2). 
La formule précédente peut s’écrire alors comme suit: 


_ mv° _. 14 (x, VE z) — _ MU + l4 (to Uon Z0) — const. (15.27} 


L'égalité (15.27) est une intégrale des équations différentielles du 
mouvement (13.7) du point mobile dans un champ de forces déri- 
vant d'un potentiel, appelée intégrale des forces vives, ou intégrale 
de l'énergie. Elle déiinit la partie de l’espace dans laquelle le mou- 


vement est possible, car 


T  V = const. 


Nous l’expliquerons en fin de l'exemple 16.1. | 
On appelle énergie mécanique totale E du point, ou constante des 
jorces vives, la somme de ses énergies cinétique et potentielle: 


E = T + V. 
L'intégrale des forces vives écrite sous la forme 


E — E, = const (15.28) 


*) Ces deux fonctions se laissent définir à une constante additive près. 
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traduit la loi de la conservation de l'énergie mécanique totale du point 
matériel mobile dans un champ de forces dérivant d’un potentiel. I] 
s’agit d'un cas particulier de la loi générale de la conservation et de 
la transformation de l’énergie que l’on étudie dans le cours de phy- 
sique. 

Puisque tout point mobile rencontre une résistance, le mouve- 
ment dans un champ de forces dérivant d’un potentiel représente 
un modèle acceptable du mouvement réel quand la résistance est 
faible. En réalité on observe toujours une dissipation de l'énergie 
mécanique, ou plutôt sa transformation en énergie thermique, élec- 
trique, etc., conformément à la loi générale de la conservation et de 
la transformation de l'énergie: 


Exemple 15.8. Un solide est lancé verticalement vers le haut à partir 
dé la surface de la Terre. Déterminer la vitesse initiale , qu’on doit imprimer 
au solide pour qu'il atteigne une altitude égale au rayon À de la Terre, sachant 
que la force d'attraction terrestre varie en raison inverse du carré de la distance 
au centre de la Terre (fig. 13.11). 

Solution. Le solide s'éloignant de la Terre, les projections de la 
force d'attraction sur les axes de la figure 13.11 s’écriront 


Où p est le poids du solide à la surface de la Terre. Assimilons le solide à un 
Point matériel et appliquons le théorème de la variation de l'énergie ciné- 
tique (15.22): 


{ di R2 

P P 

+ Lu | TE . AT. 
BR 


La vitesse finale est alors v — 0, et l’abscisse x varie de R (à la surface) jusqu’à 
2R pendant le mouvement du point. Calculons l'intégrale définie 


dr 1 \12R 1 d'y. 1 
2 me a DR — 2 D ———— Zn mu , 
m|+ Re | =) É Re | ++] 2 
R 
il vient 
v= VeR= V9,81-6,37-106 — 7910 m/s. 


C'est la valeur de la première vitesse cosmique (voir ch. XX, exemple 20.2). 

Nous aurions pu avoir ce résultat déjà dans l'exemple 13.7, où nous avons 
intégré l'équation différentielle du mouvement rectiligne du point. Néanmoins, 
nous avons envisagé la situation encore une fois afin de montrer que les théorè- 
mes généraux de la dynamique permettent quelquefois de ne pas intégrer les 
équations du mouvement du point (13.7). Il s'agit des cas où les théorèmes 
généraux de la dynamique fournissent des intégrales premières des équations 
du mouvement du point, suffisantes pour la résolution du problème. Nous 
attirons l’attention du lecteur sur cette conclusion. 
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Exercices 


Exercice 15.1. Un solide pesant est poussé vers le haut sur un plan 
incliné avec une vitesse initiale v, — 10 m/s. Calculer le temps de mouvement 
et l'espace parcouru par le solide jusqu’à l’arrêt si l’inclinaison du plan 
est 30° et le coefficient de frottement est 0,1. 

Réponse. t— 1,74 s, s — 86,8 m. ZT 

Exercice 15.2 Un point matériel de 
masse 7» effectue des oscillations harmoniques 
sur l'axe Ox suivant l'équation x = a cos (ot — 
— Do). Déterminer la loi de la variation des éner- 
gies cinétique 7, potentielle V et totale Æ du 
point mobile en fonction de sa coordonnée x en ad- 
LE que pour x — 0 l'énergie potentielle est 
V ——— 


— 
v 


Réponse. 7 = 5 mu (at — 2?), y — 


1 { 
= —— 2,2 ee 2h2 
g RO", E js Ma". 


Exercice 15.3. Initialement en repos | 
sur la surface de la Terre, le solide de masse Fig. 15.15 
m remonte verticalement avec une accélération 
a. La force d'attraction P (x) varie en raison inverse du carré de la 
distance x au centre de la Terre (voir l'exemple :13.7); la résistance de l'air 
est à négliger. Calculer la poussée Q assurant l'ascension et le travail produit 
par Q@ quand le solide atteint une altitude h (fig. 15.15). | 


Réponse. Q=m{a+e) A= mb (o+ ne ). 


CHAPITRE XVI 


MOUVEMENT DU POINT MATÉRIEL GÊNÉ. 
MOUVEMENT RELATIF DU POINT 


Les lois de Newton ne s'appliquent qu’à un point et seule- 
ment à un point libre. C’est aussi le cas de tous les théorèmes 
généraux énoncés dans le chapitre XV. La dynamique du point ma- 
tériel se divise donc naturellement en dynamique du point libre et 
dynamique du point non libre, ou gêné. 

Si le mouvement du point est gêné par des conditions supplémen- 
taires dont l’effet est de limiter sa liberté de déplacement, on dit 
que le point est gêné. Les limitations ou contraintes imposées aux 
éléments cinématiques de mouvement du point s'appellent liaisons, 
et les forces réalisant ces contraintes, forces ou réactions de liaison. I] 
existe un principe selon lequel le mouvement d’un point matériel 
gêné peut être considéré comme le mouvement d’un point libre: 


Axiome des liaisons pour un point maté- 
riel. Un point matériel gêné peut être assimilé à un point matériel 
libre, à condition d'ajouter aux forces connues, actives, les forces passives 
des liaisons, ou les réactions de liaison. 


Grâce à cet axiome, on peut appliquer au mouvement du point 
gêné toutes les lois de mouvement du point libre établies dans les 
chapitres précédents : il suffit d'ajouter aux forces actives exercées 
sur le point les forces passives qui traduisent l’action des liaisons 
sur Ce point. | 

Une particularité importante des réactions de liaison réside dans 
le fait qu'elles ne sont pas connues à priori mais doivent être déter- 
minées, au même titre que le mouvement, pendant la résolution du 
problème dynamique. Les liaisons étudiées en dynamique sont donc 
appelées liaisons dynamiques, en vue de les différencier des liaisons 
étudiées en statique (voir ch. !, n°5 2.8 et 2,9). 


$ 1. Mouvement du point matériel gêné 


1.1. Mouvement du point sur une surface. Supposons que le point 
M (fig. 16.1) se déplace sous l’action d’une force active F tout en 
restant sur une surface fixe par rapport au repère inertiel, Oxyz 
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{voir ch. XIII, n° 1.2). L’équation de la surface 


est une équation de liaison, car les coordonnées x, y, z de M doivent 
par définition vérifier à chaque instant l’équation (16.1). 
Plaçons-nous dans le cas où la surface est parfaite (polie), c’est- 
à-dire telle que la réaction # est à tout instant dirigée suivant la 
normale à la surface: 
N ||. (16.2) 


Les projections du vecteur unité v de la normale sur lés axes Or, 
Oy, Oz sont proportionnelles aux dérivées partielles correspondantes 
0f/0x, 6f/ôy, 8f/8z. Les conditions (16.2) s’écriront donc sous la forme 


LUE, à (16.3) 


où À est un facteur de proportionnalité. Les équations différentielle 
du mouvement (13.6) s’écriront ainsi: 


dè 2 
mr =X+N, mÉ=YLN,, 
me Z+N, (16.4) 


où À, Y, Zet N,, N,, N, sont les pro- 
jections de l’action (force active) F et de 

la réaction (force passive) N sur les axes Ÿ 
Ox, Oy, Oz. Définissant N,, N,, N, à par- Fig. 16.1 

tir des conditions (16.3) et ajoutant l’équa- 

tion de liaison (16.1), mettons les équations (16.4) sous la forme 


ds of dy ôf 

Pan Char las Tom 
d? Ô 

ma = Z+ASE, fe y, D=0. 


(16.5) 


Ce sont les équations différentielles du mouvement d'un point sur une 
surface jixe, écrites sous forme lagrangienne avec un facteur. On a 
donc quatre équations pour quatre inconnues: x, y, z, À. 

La différentielle totale de la fonction f (x, y, z) est égale, en vertu 
de (16.1), à | 


() 0 


Faisant intervenir (16.3), mettons cette dernière égalité sous la 
forme 


(WV, dr) = N,dx + N,du + N,dz — 0. (16.6) 
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La condition (16.6) veut dire que la réaction NW est perpendiculaire 
au déplacement élémentaire dr. Aussi, le travail de la force de réac- 
tion en cas de liaison parfaite est-il nul sur tout déplacement réel. 
Nous retrouvons donc le théorème de la variation de l'énergie ciné- 
tique avec ses corollaires- (ch. XV, $ 5) dans les mêmes énoncés que 
pour le point matériel libre. 


Exemple 16.1. Considérons le mouvement d’un point pesant sur une 
sphère fixe de rayon R (pendule sphérique). Plaçons l’origine des coordonnées 
© dans le centre de la sphère et orientons l’axe Oz verticalement vers le haut 

(fig. 16.2). L'équation de liaison étant 


Z 
2,  leuds#+p+#-R=0, 
| il vient 
; 46 LEP 9f 
? de ôy eu 0z + 


Les projections de l’unique force active — le 
poids du point — sur les axes Ox, Oy, Oz sont 


Fig. 16.2 X=Y— 0, = — mg. 
Les. Éuetons de Lagrange avec un facteur (16. 5) s'écriront sous la forme 


mer, my 2Ày, Ma == mé Eos: x?+y?Lz— RQ, 


Ce sont les équations différentielles du mouvement du pendule sphérique. 
Comme le point. évolue dans un champ dérivant d’un potentiel, à savoir le 
champ de la pesanteur pour lequel l’énergie potentielle s’écri 


V = —ÙU = mgz 


(voir l’exemple 15.6), on peut mettre l'intégrale des forces vives (intégrale 
de l'énergie, voir ({5.27)) sous la forme 


F mu? + mgz = _ mvÿ + m£gzo. 
Le carré de la vitesse du pendule sphérique est donc à tout moment égal à 
vè = US — 2g (z — 7). 


Puisque v? > 0, on a pendant toute la durée du mouvement du pendule sphé- 
rique, 


z Re 
M 2g 0° 


Lorsque le point mobile est assujetti à rester sur une surface fixe, 
on peut appliquer les équations du mouvement intrinsèques (13.8). 
Puisque la tangente en tout point de la trajectoire située sur une 
surface est perpendiculaire à la normale à la surface en ce point, on 
a N, — = 0, et les équations (13.6) s’écriront 


d 
ME, M = Ft Na O= FLN. (16.7) 
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Rappelons que F4, F,, F, et 0, N,, N, figurant dans (16.7) sont 
les projections de l’action et de la réaction sur les axes intrinsèques, 
c’est-à-dire sur la tangente T, la normale principale n et la binormale 
b à la trajectoire. 

Plaçons-nous dans le cas où F — 0 (cas de mouvement par iner- 
tie d’un point sur une surface polie fixe). La première équation (16.7} 
nous donne v = w,, et la troisième NW, = 0; la réaction est donc 
dirigée suivant la normale principale à la trajectoire. Si en chaque 
point de la courbe d'une surface donnée la normale principale se 
confond avec la normale à la surface, on dit que cette courbe est une 
géodésique de la surface. Nous constatons donc que le point se dépla- 
cant par inertie sur une surface polie fixe parcourt toujours une géo- 
désique de Ia surface avec une vitesse constante en module. 


Exemple 16.2. Un point matériel pesant M de masse m se déplace 
sur la surface polie d’une demi-sphère de rayon R. Le frottement est inexistant. 
En quel point de la surface le point A quittera-t- 
il la demi-sphère si à l’instant initial il se trouvait 
sur son sommet À et possédait une vitesse hori- 
zontale w, ? Déterminer aussi la valeur de w, pour 
laquelle Îe point M pourrait quitter la demi- 
sphère dès l'instant initial (fig. 16.3). 

Solution. Considérons l'état de mouve- 
ment du point M à l'instant où le rayon OM 
fait un angle B avec la verticale. Le point M est. Fio. 16.3 
sollicité par son poids P orienté verticalement RE 
vers le bas, et par la réaction de la sphère N 
dirigée perpendiculairement à la surface de la sphère (car la sphère est polie 
et le frottement est inexistant). Les équations (16.7) s'écriront comme suit: 

dv 


2 
MT ME sinf, mme cos B—{\W, (16.8) 


Le travail de la force N pendant le déplacement du point 4 sur la sphère est 
nul, tandis que le travail produit par le poids est en vertu de (15.26) 
megAA, = mg (R — OA,) = mgR (1 — cos P). 
On a en vertu du théorème de la variation de l’énergie cinétique (voir (15.22)} 
En mv? —— muè=mgR (1— cos B), 


2 


d’où L 
v2 = 18 + 2gR (1 — cos À). 


Utilisant la seconde équation (16.8), délinissons l'intensité de la réaction en 
fonction de l’angle 6: 


a 2 
N=mg cos B—"— —3mg cos BTE —2me . (16.9) 


Le point M sera assujetti à rester sur la demi-sphère tant que N > 0. I] quittera 
la demi-sphère à l'instant où la réaction N s’annulera. Posons N — 0 et calculons 
l'angle B à partir de (16.9): 


| 2 Ué 
cospe + « 
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Dans le cas particulier où v, est négligeable, en a 


B—arc cos TT , 


Pour déterminer la réaction de la sphère N, à l’ instant initial de mouvement 
du point (position À), posons dans (16.9) Fe 


9 
Ne _ 
0 ms 1 CR): 


Pour que le point M quitte la surface dès l'instant initial, il faut qu'il y ait 
No < 0, ou 


vi> VER. 
Si le point se trouve sur la surface de la Terre, cette condition devient 
V'eR = V 9,81:6,37:10$— 7910 m/s. 
Cette valeur limite est égale à la première vitesse cosmique. 
1.2, Mouvement du point sur une courbe. Supposons qu'un point 


matériel (fig. 16.4) se déplace sous l’action d’une force active F 
tout en restant sur une courbe fixe don- 


< LL. ET née. Admettant que la courbe en question 
ci We MS soit définie par l'intersection de deux 
SA \ Â > surfaces, on peut écrire les équations de 
Li Me la courbe dans le repère inertiel comme 
N A ÉD PR F suit : 
\.' 2°Ù 
RU y hu D=0, fifa y 2 =0 
2 (16.10) 
Fig. 16.4 Ce sont des équations de liaison, car les 


coordonnées du point mobile doivent par 

définition vérifier à chaque instant les équations de la courbe. 

Nous admettons que la courbe soit polie, ce qui revient à 

adopter des liaisons parfaites (sans frottement) comme dans le 

n° 1.1. Cela signifie que la réaction de liaison W (force passive) est 
égale à 

N=N,+N, = h grad j;, + À, grad f;, (16.11) 


où À, À, sont des facteurs scalaires et grad j,, grad f, des vecteurs: 
ô re 
grad f, = it j+ ER, 


grad j, = : +0 3h PRES dh k. 


Ces vecteurs, appelés ne sont Fu suivant les normales en 


M aux surfaces f, (x, y, z) — 0 et fa (x, y, z) — 0. Il ressort de (16.11) 
que les projections de la réaction N sur les axes Ox, Oy, Oz sont res- 
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pectivement 
Nana, deqa, de, 
N,= +, <E, (16.12) 
Nemh 3h +3, 


Les équations différentielles du mouvement (13.6) se mettront sous 
la forme 


m _— = XÂ+N,, m = =Y+N,, ME =Z+N,, (16.13) 


où À, Ÿ, Z sont les projections de l’action F sur les axes Ox, Oy, Oz. 
En y substituant les expressions de N., N,, N, tirées de (16.12) et 
en ajoutant les nr de liaison (16. 10), nous obtenons 


1 x _ôx ? 
n Of 
=Y + +2 oi , (16.14) 
d?z Fe ô 
nf 24 tn de 


f1 (&, y, 2) = 0, LE y, z) = 0. 

Ce sont les équations différentielles du mouvement du point assujetti 
à rester sur la courbe fixe donnée, écrites sous forme’lagrangienne avec 
plusieurs facteurs. On a donc cinq équa- 
tions pour cinq inconnues: x,7,2, 3, e. Z | 5 

Le travail des forces de réaction en — lg 1 È4 A'$f / 

LAS à 
de liaisons parfaites est nul sur tout dépla- Ne 
cement réel. Dans le cas considéré cette 
proposition pourrait être démontrée par 
Re 0 41- e À 

analogie au cas du n° {.1; nous dirons é ÿ 
cependant, en anticipant légèrement les 
choses, que cette proposition sera adop- x 
tée comme définition des liaisons par- 
faites sous le titre «axiome desliaisons par- Fig. 16.5 
faites » (ch. XVII, n° 1.2). Ainsi donc, le 
point matériel mobile assujetti à rester sur une courbe polie fixe véri- 
fie le théorème de la variation de l’énergie cinétique et ses corollai- 
res (ch. XV, $ 3), au même titre qu'un point matériel libre. 

Il est possible que la position du point sur la courbe fixe soit 
déterminée par un seul paramètre, tel que la longueur d’un arc. Dans 
ce cas, l'intégrale des forces vives (quand elle existe) s'avère suffi- 
sante pour déterminer la position du point. Considérons un point 
matériel pesant mobile sur une courbe donnée (fig. 16.5). L'énergie 


20—01146 
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potentielle V — mgz (voir l'exemple 15.6) et l'intégrale des forces 
vives (15.27) s'écriront comme suit: 
d 
3 mu? + mgz == MU? + M£z) == MEQ (a= 20 + — const ) , 
D'où 
uv? — 2g (a — 2). (46.15) 
Pour donner un sens à la constante &, considérons un plan IT d’équa- 


tion z — a. Aux points À, À’ où le plan z == «a rencontre la courbe 
donnée (fig. 16.5), on a en vertu de la formule (16.15) 


Ua == U 4? — 0. 
Introduisons la notation Ë — a — z; la formule (16.15) devient 
D — 28b, 


ce qui signifie que le point { possède la même vitesse que s’il tom- 
bait en chute libre du plan IT sans vitesse initiale. Désignons par s 
la longueur de }'arc M,M ; on a alors 
v — ds/dt, et (16.15) s'écrit sous la 


forme 
= =V2gVa—z. 


Pour les points de la courbe donnée la 
fonction z — z (s) est connue. On ob- 

“ T tient donc en séparart les variables 
dans la dernière équation différentielle 
et en faisant l'intégration: 


L 


nn * 


S4- 


1 ds _ 
VE te 


Le problème se réduit donc à une 
quadrature qui permet de calculer 
la fonction { = t (s) dont la réciproque définit l'équation horaire du 
mouvement s — s({f). Or, même dans le cas très élémentaire du pen- 
dule circulaire simple, la solution exacte indiquée conduit à des 
intégrales elliptiques qui ne s'expriment pas à l’aide de fonctions 
élémentaires. Proposons-nous donc de chercher une solution appro- 
chée du problème du pendule circulaire simple. 


.3. Pendule circulaire simple. Un fil inextensible de poids nul 
et de longueur / est fixé par son extrémité à une articulation fixe O 
et porte à sa seconde extrémité un point matériel pesant de masse 
m. Déterminons le mouvement du pendule simple dans le plan Or 
perpendiculaire à l’axe d’articulation (fig. 16.6). | 


Fig. 16.6 
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Le point M, mobile le long d’un arc de circonférence de rayon Î, 
est sollicité par une force active (le poids P} et une force passive 
(tension S du fil). Soit p l'angle d'écart par rapport à la verticale. 
Appliquons les équations du mouvement intrinsèques (13.8): 


dx 
at 


à 


=—mgsinp, m— — —mgcosp+$S. (16.17) 


m 


Puisque la vitesse algébrique d’un point mobile suivant une circon- 
férence est égale à vw. — ? d/dt, nous pouvons mettre la première 
équation (16.17) sous la forme 


1 +gsinp= 0. 


Pour de faibles oscillations du pendule, posons sin q Æ œ et divi- 
sons par L: nous obtenons ainsi l'équation différentielle des petites 
oscillations du pendule circulaire simple 


| o + K2çp = (e—<£). (16.18) 


Nous retrouvons l'équation différentielle des oscillations harmoni- 
ques (voir ch. XIV, n° 1.1) dont la solution générale est fournie par 
la formule (14.4): 

o = « cos (At — B), (16.19) 


où l’amplitude angulaire & et la phase initiale B des oscillations 
sont déterminées d’après les formules (14.8) à partir des conditions 
initiales. En particulier, si les conditions initiales 


p (0) = Pw PO) = 0, 


l'équation des oscillations sera, en vertu de la formule (14.9), 
@ = Po COS 74 + É. 
La période d'oscillation 7, calculée d’après la formule (14.5), 


2 Es : 
= 2ay/ +, (16.20) 


est indépendante des conditions initiales quand les oscillations res- 
tent petites. On dit que les petites oscillations du pendule circulaire 
simple sont isochrones. 

De Ia seconde équation (16.17) on déduit la tension dynamique 


du fil $. Puisque v — lp, il vient 
$ = mg cos @ + miç?, 
20* 
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où q peut être déterminé par dérivation de l'équation des oscilla- 
tions (16.19). La valeur de @ devient maximale quand œ@ = 0, soit 


.. | Pmax — 4, 
si bien qu on a 


Smax = ME + Mmla’k? — Sax (1 + a), 


où & est l’amplitude angulaire (envergure) des oscillations en ra- 
dians. 
$ 2. Mouvement relatif du point matériel 


Dans ce paragraphe qui termine l’exposé de la dynamique du 
point, nous examinerons Je mouvement d'un point matériel M de 
masse »# dans un système de coordonnées O'x'y'z qui se déplace lui- 
même, d’une façon déterminée, par rapport à un repère inertiel 
Oxyz (fig. 16.7). La force F qui exerce sur le point un effet accéléra- 
teur (on entend par F la résultante de toutes les forces, tant actives 
que passives) est déterminée par rapport au repère inertiel Oxyz 
que nous assimilons conventionnellement à un repère fixe, ou absolu. 

Quant au mouvement du point, notre but 
z'| est précisément de le définir dans le repère 
\ D’ Nr mobile O'x'y’z" : tel est le problème posé. 


#3 y 2.1. Equations différentielles du mouvement 
À relatif du point. Ecrivons la deuxième loi de 


0 Newton (13.1) pour le point M sous la forme 
5 4 Mu, — F, (16.21) 
Fig. 16.7 de façon à souligner que dans le premier mem- 


brejintervient le vecteur accélération absolue 
du point. En vertu du théorème de Coriolis (formule (11.11)), le 
vecteur accélération d’un point en mouvement absolu est égal à [a 
somme des vecteurs accélération d'entraînement w,, accélération re- 
lative #&, et accélération complémentaire &,: 


10, Te D; + 10. ni 1... 
On a en vertu de (16.21) 
mu, + MW, + muw, = F. 


Puisque nous nous attachons à analyser le mouvement relatif, ex- 
plicitons le produit de la masse du point par son vecteur accélération 


relative : 
mw, =F + (-mw,) + (—muw.). (16.22) 


Le second membre de (16.22) représente la force accélératrice, mesu- 
1,7, 


rée dans le repère mobile O’x’y’z’. Les deux termes (—muwv,) et (—mit.) 
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s'appellent forces de Coriolis: (--muv.) s'appelle force d'entraînement 
de Coriolis, et (—mawv.), force complémentaire de Coriolis *).. 

Le vecteur accélération complémentaire de Coriolis est égal, 
en vertu de (11.13), à 


L' 1 k' 
r 
w,—=2[©,, v,]=2| P 9 

dr" dy d: 
| di dt dt 

dz’ dy" \. + dx’ 

9 LAPRE _ 
(a dt 7e LE: {r di 


4 é; dy" me) à 
— ni L = 
-) à +2 (p dt VAT k°. 


Ici à’, j', k’ sont les vecteurs unités du système mobile O'’zx'y'z'; 


p, g,r sont les projections sur les axes O'x’, O'y’ et O’z’ du vecteur 
vitesse angulaire instantanée @, du repère mobile par rapport au 
repère fixe; dx'’/dt, dy'/dt, dz'/dt sont les projections du vecteur 
vitesse relative vw, sur les mêmes axes. 

Projetons l'équation vectorielle (16.22) sur les axes du système 
mobile O'x'y'z': 


dx" r dz' T7 dy" 
MS = Fi — mi, — 2m (a —r +), 
dy" 2 ‘ + dx’ dz' 
TE = l'y — MW om (Fr pe) , (16.23) 
d?z' e 9 dy dx” 
PTE =ÀF, —mw:,, — 2m (p + dore | 


Ce sont les équations différentielles du mouvement relatif du point 
matériel. 


Exemple 16.3. Chercher la force complémentaire de Coriolis qui s'exer- 
ce sur un train roulant du Nord vers le Sud à la latitude de Léningrad (@ — 60°). 
Solution. Nous avons calculé dans l’exemple 11.4 le module du 
vecteur accélération complémentaire we — 0,00252 m/s? pour v = 20 m/s, 
L'intensité de la force complémentaire de Coriolis pour un wagon de masse 
60 000 kg (et de longueur à peu près égale à celle du rail) roulant à 20 m/s sera 


égale à 
mue —= 60 000-0,00252 = 151 N. 


Nous avons vu également dans l’exemple 11.4 que le vecteur accélération com- 
plémentaire we. est dirigé alors vers la gauche en regardant dans le sens du 
mouvement. Quant à Ja force complémentaire de Coriolis (—mw.), elle est 
dirigée vers la droite et applique le rebord de la jante de Ja roue sur la face 
interne du rail de droite (en regardant dans le sens du mouvement). | 

Examinons de plus près le côté physique du problème. Pour un observateur 
« fixe » le mouvement du train n’est pas rectiligne, car, en plus de son déplace- 


*) Dans le sillage de N.Tchétaïe v. nous avons évité de donner l’appel- 
lation forces d’inertie aux forces intervenant dans le mouvement relatif du 
point matériel. 
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ment méridien, le train est dévié vers l'Est à cause de la rotation de la Terre. 
Donc, du point de vue de l’observateur fixe, le train qui roule du Nord vers 
le Sud éprouve une accélération dirigée vers la gauche (vers l'Est). Il y a donc 
une force qui agit dans cette direction: c’est la force de réaction du rail de 
droite déformé. 

Ces conclusions sont corroborées par La pratique. Dans l'hémisphère boréal, 
les chemins de fer à double voie présentent une forte usure sur la face interne 
du rail de droite. Un effet analogue est observé pour les fleuves qui coulent 
en direction méridiennc: dans l'hémisphère boréal leur rive droite est plus 
raide, car elle est érodée par l’eau qui coule. Dans l'hémisphère boréal les vents 
du nord sont déviés vers la droite (vers l'Est), ce qui explique la provenance 
des alizés qui soufflent du nord-est vers le sud-ouest dans l’hémisphère boréal. 


2.2. Cas particuliers. Considérons des cas particuliers du mouve- 
ment relatif d'un point. 

1. Supposons que le repère O'x'y'z" se déplace en transla- 
tion (avec w, =0). L’accélération complémentaire w, est alors 
identiquement nulle, et les équations (16.23) deviennent 


dx" d'y" e d?z° € 
PE TE > mr = Fr — mu. 


(a 
= Fe mur, m 
L'accélération d'entraînement &, du point 7 étant égale dans ce 
cas à l'accélération &o. de l’origine du repère mobile, les équations 
différentielles du mouvement relatif se mettent définitivement sous 
la forme 


dx" 0" dy" oO’ 
ee Fe — MUR, ms = y mu, 
d?z’ (el 
ms F;- mu. (16.24) 


Ici we, Wir, w® sont les projections du vecteur accélération absolue 
du point ©’ sur les axes O'x”", O'y', O’z'; ce sont des fonctions du 
temps connues, car le mouvement du repère O'x’y'z" est bien déter- 
miné. 

2. Supposons que le repère O'x’y’z" se déplace en transla- 
tion avecune vitesse absolue v, constante 
en module et en direction. On a alors wo = 0, et les équations dif- 
férentielles du mouvement relatif s’écriront 

127 TA2n! 27" 

me = Fe mie Fy, me Fe, 
c'est-à-dire sous la même forme qu’en mouvement absolu. Il en 
découle l’équivalence de tous les repères inertiels; autrement dit, les 
lois de la mécanique s’énoncent de la même façon dans tous les re- 
pères animés de translation uniforme et rectiligne les uns par rap- 
port aux autres. Tel est le principe de la relativité de la dynamique 
classique (principe de la relativité de Galilée-Newton, voir ch. XIII, 
n° 1.3). 
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3. Supposons enfin que le point se trouve en état de 
repos relatif, c'est-à-dire en repos par rapport au système 
mobile O'x'y’z'. On a alors v, = w, =0 et donc w,=0. La re- 
lation (16.22) s’écrira dans ce cas: 


F + (-muw,) = 9, (16.25) 
ce qui veut dire que la résultante de toutes les forces actives et pas- 


sives exercées sur le point en repos relatif et la force d'entraînement 
de Coriolis se font équilibre. 


z' D 
: ——_—_ ET 
Exemple 16.4 Considérons un point ma- Ke DA 
tériel A{ qui se trouve en rcpos relatif sur la surface Â NE 
de la Ferre (fig. 16.8). Plaçons l'origine du système fe 


de coordonnées mobile au centre de la Terre O’, 
orientons l’axe O’z° vers le pôle Nord, et l'axe O'y', 
vers le point où le méridien rencontre l'équateur. 
L'angle Ÿ est appelé latitude géocentrique. La densité 
de la Terre étant supposée égale dans chaque couche 
sphérique, la force d'attraction F — ma est dirigée 
vers le centre de la Terre. Dans son mouvement 
d'entraînement, le point M décrit une circonférence Fig. 16.8 

de rayon À M=R cos Ÿ, où R est Le rayon de la Terre, 

avec une vitesse angulaire constante Q. Le vecteur accélération d'’entraîne- 
ment w. est dirigé vers À et son module est égal à A MQ2. L’intensité de la 
force d'entraînement de Coriolis (—mw,) est mRQ? cos Ô. L'équation du repos 


relatif (16.25) s'écrira 
ma + N + (—muwe) = 0, 


où N est la force de réaction. Projetons cette équation vectorielle sur les axes 
O'y et O’z'; il vient 
— ma COS HN, mA? cos Ê—0, —masind+N,,=0 (16.26) 


La direction du vecteur N définit ce qu'on appelle La verticale vraie du lieu 
donné de la Terre, ainsi que l’angle q appelé latitude astronomique du lieu. 
Explicitant N,' et N,’ à partir des équations (16.26), on peut écrire 


N, | ma sin Ÿ tg Ÿ 


N,, macos b— mRQ?cosÜ  1—u ? 


tgq— (16.27) 
_ RQ? 1 
FT a 289 
La formule (46.27) établit la relation entre la latitude astronomique et la lati- 
tude géocentrique. | 
Le poids du point est directement opposé à la réaction N, en sorte qu'on 
a N — —mg. On a donc NN, — —mg cos p, N,' — —mg sin p, et les équa- 
tions (16.26) s’écriront apres division par m: 


g cos p — a (1 — x) cos Ÿ, g Sin o = a sin Ÿ. 
Elevons-les au carré et faisons leur somme: 
g? (cos? @ + sin? p) — a? (cos? Ÿ — 2u cos? Ÿ Eu? cos? Ÿ + sin? Ÿ). 
Le module du vecteur accélération de la pesanteur sera égal à 
g—a V1 — 2u cos? D Eh cos & Æ a ({—u cos? Ü). (16.28) 
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On voit que l’accélération de la pesanteur présente son maximum aux pôles 
(9 — xn/2) et son minimum à l'équateur (8 = 0). 

Nous pouvons maintenant donner des définitions exhaustives de la pesan- 
teur et du poids. La pesanteur exerce sur chaque point matériel une action 
égale au produit de sa masse par l’accélération de la pesanteur. Le poids du 

| corps est la valeur numérique (le module) de 
la résultante des actions de la pesanteur sur 
toutes les particules du corps. 

Exemple 16.5. Déviation des corps 
tombant vers l'Est. 

Solution. Choisissons un système de 
coordonnées local et dirigeons son axe Oz’ 
suivant la verticale vraie du lieu (voir l’exem- 
ple précédent), son axe O'x’ dans le plan mé- 
ridien vers le Sud, perpendiculairement à O'z’, 
et son axe O'y' vers l’Est : on obtient un repère 
orthogonal direct (fig. 16.9). Supposons qu’un 
point matériel de masse m tombe dans le vide 
(ce qui revient à annuler la résistance de l'air) 

ne et écrivons les équations différentielles de son 

Fig. 16.9 mouvement (16.23). C’est la résultante de la force 

active F et de la force d'entraînement de 

Coriolis (—mw.) due à la rotation de la Terre qui constitue le poids 
du point matériel dans un lieu donné de la Terre, 


F — Re — mg — —mgk", 
et donc 


! ’ e 
Resp 7 mu, = 0, F,,—muwi, = —meg. 


Les projections p, g, r du vecteur vitesse angulaire de rotation de la Terre 
@. sur les axes O'x', O'y', O’z sont 


D —= —, cos ep, 4 = 0, Tr = Ge SIN 4, 


où l’angle p est la latitude astronomique du lieu. Ainsi donc, le mouvement 
relatif d'un point pesant dans le vide à proximité de la Terre se définit par 
les équations différentielles 


dx’ ; dy” 
= 2 
d'y" : dx" dz' 
PTE = —20%e (sin @ ir UNS ® er | 9 
d°?z’ dy” 
ar #Hamecosp. 


Cherchons par approximations successives la solution particulière de ce système 
qui correspond aux conditions initiales nulles. | 
z' (0) = y" (0) = z° (0) = x° (0) = y (0) = z° (0) — 0. 
Portant les conditions initiales dans les seconds membres, on obtient en pre- 
mière approximation Pour x;, Yi, Z£ 
d?x! du d?z _ 
dtè "dt? j dtè 


$ 2] MOUVEMENT RELATIF DU POINT MATÉRIEL 313: 


d’où l’on déduit pour les conditions initiales données 


2 


z1=0, y;=0, ur: gt”. 


On voit donc que la loi connue de la chute libre des corps n’est valable qu’en 
première approximation. Substituant x;, y;, z; dans les seconds membres du 
système initial d'équations différentielles, on obtient en seconde approxima- 
tion Pour Z3, Y2, 2: 

d?xs y; 


dt? dt? 


dèz; 
— 20e COS F-gt, ne = 4 


D'où l’on déduit pour les conditions initiales données 
(4 Las 1 3 , { 2 


L'axe O'y’ étant dirigé vers l'Est, la seconde approximation exprimé préci- 
sément la déviation des corps tombant vers l’Est, due à la force complémen- 


Z 


l'ig. 16.10 


taire de Coriolis. Par exemple, à la latitude de Léningrad (p = 60°), la dévia- 


+ 


tion vers l'Est au bout de 10 secondes en chute libre est égale à 


, 27 1 3 
Ve (40) — 3.864009 ‘ 9,81: "10 — 0,119 D. 


‘Exemple 16.6. Détermination du rayon de l'orbite d’un satellite géosta- 
tionnaire (satellite artificiel équatorial mis sur orbite circulaire avec une période: 
de révolution de 24 heures). Cet exemple est un cas d'application des condi- 
tions du repos relatif (16.25). 

Soit un système de coordonnées rectangulaires Oxyz invariablement lié 
à la Terre; l’axe Oz est dirigé suivant l’axe de rotation de la Terre. Rapporté 
à ce système, le satellite du type décrit doit être immobile et se trouver dans 


le plan Oxy à une distance constante r du centre de la Terre (fig. 16,10). Con- 
formément à la condition du repos relatif (16.25), un tel satellite demeure im- 
mobile par rapport au système référentiel choisi qui tourne avec la Terre avec: 
Ja vitesse angulaire Q. Faisons l'inventaire des forces appliquées au satellite. 
Ce sont la force d’attraction newtonienne P définie par la formule (13.32) 
et La force d'entraînement de Coriolis 7, = — mw,, où m est la masse du satel- 
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lite et w, son accélération d'entraînement, égale à l'accélération normale 
dans son mouvement suivant la Circonférence de rayon r, soit: 


Leg — — Gr, (1) 
Compte tenu de (13.32), on peut mettre P sous la forme 
re 
per (2) 
rè 


Portant (1) et (2) dans (16.25), on obtient 
ch? mt 
m (#5 +e) F0. 


Alors, puisque r 0, on en déduit 
2 3 f 6 9 
Le AL d' log a 6,87: au) — 4,22.107 m = 42209 km. 


2.3. Apesanteur et accélération. Le lancement des satellites 
artificiels et des vaisseaux spatiaux a fourni à l’homme la possibilité 
d'examiner un phénomène remarquable appelé apesanteur. Avant 
de procéder à son analyse, voyons d’abord 
d’où provient la sensation de poids. 

Chaque partie du corps humain en 
équilibre dans le champ de Ia pesanteur 
se trouve exposée à l’action de deux for- 
ces : la résultante P de toutes les actions 
de la pesanteur et la réaction de l'appui *) 
Q (fig. 16.11). L'existence de ces deux 
forces fait naître des contraintes et des 
déformations qui sont perçues comme le 
poids. Dès que l'appui disparaît (par 

Fig. 16.41 exemple en chute libre), la réaction Q 

- disparaît également en supprimant 

les contraintes. En effet, chaque élé- 

ment du corps, quelque petit qu’il soit, reste exposé à la seule 

action de la pesanteur, si bien que tous ces éléments se mettent en 

mouvement avec la même vitesse et la même accélération (en suppo- 

sant que le corps se déplace en translation). Les contraintes disparais- 

sent quelle que soit la trajectoire suivie par le corps: chute libre, 

mouvement ascendant, mouvement suivant une parabole... Chacun 

peut donc éprouver un état d'apesanteur de courte durée, par exem- 
ple en faisant un saut ordinaire. 

Appelons forces massiques les forces appliquées à chaque élément 
du corps, analogues aux actions de la pesanteur. Appliquées seules 


*) L’appui peut aussi être constitué par les autres parties du corps. 
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au corps mobile en translation, elles ne peuvent pas faire naître 
des contraintes qui produisent la sensation de poids. Considérons main- 
tenant les forces, dites surfaciques, qui ne s’exercent qu'aux éléments 
du corps situés à sa surface. Parmi celles-ci, on peut citer tout d’abord 
la réaction d'appui, ainsi que la poussée d’un propulseur en fonction- 
nement, la force de résistance de l’atmosphère, la force de frotte- 
ment, etc. Ce sont les forces surfaciques qui produisent la sensation 
de poids en faisant naître des contraintes dans le corps. 
Remarquons que la sensation de poids peut se manifester en 
l'absence de la pesanteur, aussi paradoxal que cela puisse paraître. 
Imaginons par exemple un corps de masse m animé d’un mouvement 


Fig. 10.12 


de translation horizontal sous l’action d’une force horizontale sur- 
facique Q ; cette fnrce fait naître dans chaque section verticale ab 
du corps des contraintes horizontales dont la résultante $ est de 
module 


‘ è 
S — mi Q 
(fig. 46.12). On le vérifie aisément en comparant deux équations 
Mw,=S, MW, = Q. 


La sensation de poids revêt ici un caractère non gravitationnel, bien 
que d’après les contraintes qu'elle fait naître dans le corps elle ne 
se distingue en rien de la pesanteur qui se manifeste quand on arrête 
le corps indiqué, le met en sa position verticale et lorsqu'on rem- 
place l’action de la force Q par la réaction d’appui dont l'intensité 
est égale au poids du corps. 

Si le module de la force Q est supérieur au poids ? du corps, il 
se produit un phénomène de « surpesanteur » qu’on désigne sous le 
terme traditionnel d'accélération. Son effet est caractérisé par le 
facteur d'accélération 
Quand le corps pesant se trouve en repos, on a de toute évidence 
n = 1. Très souvent le facteur d'accélération désigne le rapport de 


l'accélération a — € g, créée par la force Q, à l’accélération de la 
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pesanteur £g: 


(72 
n=—. 
g 


L'homme se voit très souvent exposé à des accélérations qui at- 
teignent des valeurs considérables: le sportif qui fait un plongeon 
éprouve une accélération égale à 16 g due à la force de résistance sur- 
facique de l’eau, tandis que le pilote d'avion subit au moment de 
catapultage une accélération de 18 g. Des accélérations très élevées 
(et surtout nettement prolongées) sont imposées au cosmonaute pen- 
dant le lancement du vaisseau spatial, surtout pendant sa mise en 
vitesse par le propulseur à réaction dont la poussée est plusieurs 
fois supérieure au poids du vaisseau, ainsi que pendant le freinage 
du vaisseau à sa rentrée dans les couches denses de l’atmosphère. 

Pendant toutes les autres phases de vol où le propulseur est à 
l'arrêt, c’est l’état d'apesanteur qui règne à bord: toute force sur- 
facique extérieure est absente (à moins de prendre en considération 
la résistance absolument négligeable qu'offrent les couches raré- 
fiées de l’atmosphère à haute altitude), si bien que tous les éléments 
du vaisseau se déplacent avec la même vitesse et avec la même ac- 
célération égale à celle de la pesanteur : 


w. = P (x)/m, 


où P (x) est défini par la formule *) (13.32). 

Rappelons que tous ces raisonnements ne s'appliquent qu’à un 
vaisseau qui se déplace en translation. Une image nous aidera à 
saisir la portée de ce phénomène: si tous les liens entre les parties 
du vaisseau disparaissaient tout à coup, le vaisseau, bien que réduit 
à un amas de pièces isolées, conserverait sa forme intacte: aucune 
partie ne volerait plus vite qu'une autre, car son mouvement serait 
rigoureusement identique à celui de l’autre. En réalité, à bord du 
vaisseau qui représente un système de corps solides, la pression d’une 
partie du vaisseau sur une autre disparaît complètement : la tête 
d'homme cesse de peser sur ses épaules, les pieds ne « foulent » 
plus le plancher, un objet tenu à la main perd tout poids, le siè- 
ge du cosmonaute n’appuie plus sur son socle, et ainsi de suite. 

L'état d’apesanteur persiste non seulement quand le vaisseau 
se déplace uniformément suivant une orbite circulaire, mais aussi 
pendant son mouvement suivant n'importe quelle autre conique le 
long de laquelle la vitesse du vaisseau peut varier considérablement. 


#) On peut admettre sans erreur appréciable que tous les éléments du vais- 
seau se trouvent à la même distance du centre de la Terre. 


EXERCICES 317 


Exercices 


Exercice 16.1. Un petit anneau pesant de masse m est enfilé sur 
un cercle vertical lisse en fil de fer de rayon R. Se trouvant à l’instant initial 
au point le plus bas du cercle, l'anneau se voit imprimer une vitesse initiale v,. 
Chercher la condition pour que l’anneau fasse le tour complet du cercle; déter- 
miner la pression exercée par l’anneau sur le cercle au point le plus haut de 
ce dernier. 

k — MU 

Réponse. > V28R, N = 3mg — >. 

Exercice 16.2 Un point matériel pesant est suspendu par deux 
fils identiques à deux appuis se trouvant à la même hauteur; chaque fil fait 


Fig. 16.13 Fig. 16.14 


un angle æ& avec la verticale. On coupe brusquement un des fils. Chercher le 
rapport de la nouvelle tension T du fil restant à sa tension initiale 74. 

Réponse. T: T; — 2 cos? «. 

Exercice 16.3. Déterminer le surélèvement k du rail extérieur en 
courbe (fig. 16.13). Le rayon de la voie en courbe est R, la largeur de la voies, 
la vitesse du train ©. | 

Indication. La résultante du poids mg du wagon et de la force 
d’entraînement de Coriolis (« force centrifuge ») (—mw,), appliquée, elle aussi, 
au centre de gravité du wagon, doit être perpendiculaire à la droite ÀB joignant 
les champignons des rails ; cette condition permet de déterminer tg & (lig. 16.13). 


Ré h = si à 
éponse. s sin œ re Ra 
E x ercice 16.4 Un pendule simple est placé à l'intérieur du wagon 
qui roule sur une voie rectiligne avec une accélération constante a (fig. 16.14), 
On demande de savoir la période d'oscillation T du pendule si la longueur 
du fil inextensible du pendule est égale à L. 


l 


Réponse. T = 2x V4 ETS 


CHAPITRE XVII 


STATIQUE ANALYTIQUE 


$ 1. Principe des travaux virtuels 


1.1. Définitions fondamentales. Ce chapitre est consacré à l’étude 
de l’équilibre du système de points matériels. Il s’agit d’un ensemble 
de points matériels dont le mouvement est gêné, d’une part, par les 
actions mutuelles des points à l’intérieur du système, et, d’autre 
part, par les liaisons imposées au système. On dit que le système de 
points matériels est libre si les liaisons sont inexistantes et non libre 
ou gêné dans le cas contraire. Un exemple de système de points libre 
est fourni par le système solaire. 

En mécanique on appelle liaisons les contraintes ou limitations 
imposées aux positions ou aux mouvements des points du sysième. 
On suppose que les liaisons sont connues à priori et ne dépendent 
ni des forces agissantes, ni des conditions initiales du mouvement. 
Les liaisons sont matérialisées par des surfaces, des tringles, des 
fils, etc. 

Nous envisagerons seulement des liaisons géométriques (holonomes) 
rt indépendantes du temps (stationnaires, ou scléronomes). Autrement 
dit, les équations définissant ces liaisons ne contiennent aucune dé- 
rivée des coordonnées et le temps t n’y intervient jamais explicite- 
ment. Nous supposerons en outre que les points matériels ne peu- 
vent se séparer des liaisons: on dit que les liaisons sont bilatérales. 
Un bon exemple de liaison géométrique stationnaire bilatérale im- 
posée aux points est la distante invariable qui sépare deux points 
quelconques d’un corps solide. 

Les liaisons imposées aux points du système sont incompatibles 
avec certains déplacements du système. 

On appelle déplacements virtuels (possibles) du système tous 
déplacements infiniment petits des points du système, compatibles 
avec les liaisons imposées et se produisant au même instant. En d’au- 
tres termes, un déplacement virtuel du système est un des déplace- 
ments élémentaires de ses points (lorsque les points se déplacent de 
leurs positions qu'ils occupaient à l’instant donné en des positions 
infiniment proches), qui respectent les liaisons imposées. Soient 
Lv Yv, Zv les coordonnées d’un v-ième point M, du système. Le dé- 
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placement virtuel du v-ième point est exprimé par le vecteur 
Ôrv = Ôxvi — OUv] + Ôzvk. 


Ici &, 7, k sont les vecteurs unités des axes du repère orthonormé 
inertiel Oxyz; Ôxv, Ôyv, Ôz, sont les projections du déplacement vir- 
tuel sur ces axes, appelées variations des coordonnées. 

Tout déplacement réel des points du système qui se produit en 
un temps infiniment court dans leur mouvement réel sous l’action 
des forces appliquées est (pour des liaisons stationnaires) un dépla- 
cement virtuel. Au contraire, tout déplacement virtuel des points 
du système n’est pas un déplacement réel. Le déplacement réel d’un 
v-ième point est exprimé par le vecteur 


dr, = dx.i + dy,j + dz,k. 


Jci comme précédemment r, est le rayon vecteur du v-ième point; 
dx,, dy,, dr, sont les différentielles dés coordonnées. 


1.2. Définition des liaisons parfaites. [1 est possible de remplacer 
l’action des liaisons par les réactions : nous connaissons cet axiome 
depuis la statique élémentaire (ch. I, n° 2.8) et l’analyse du mouve- 
ment du point matériel gêné (ch. XVI, Introduction). 


Axiome des liaisons pour le système de 
points matériels. À condition d'ajouter aux actions (forces 
actives) données les réactions de liaison (forces passives), on peut 
supprimer toutes les liaisons imposées au système et provoquant les réac- 
lions en question. 


Il ressort de cet axiome que nous pouvons supprimer les liaisons 
soit totalement (le système de points matériels devenant libre), 
soit en partie (le système restant incomplètement libre, ou partiel- 
lement gêné). 

Soit un système {M,, M,, ..., M,} composé de n points ma- 
iériels. Soient RÇ, R, RÜ les projections sur les axes Ox, Oy, 
Oz de la résultante R, des réactions des liaisons imposées à un point 
M, (v = 1,2, ..., n). Nous nous bornons à considérer des liaisons 
parfaites. 


Définition. On dit que les liaisons sont parfaites si la somme 
des travaux élémentaires (voir ch. XV, n° 3.1) des réactions de ces liai- 
sons est nulle pour tout déplacement virtuel des points du système, 


ñn n 
2, (R,, êry)= D (RS'6zy+ RS y, + RÉ°624) — 0. (17.1) 
v=i v=1 
Donnons quelques exemples de liaisons parfaites (on dit aussi 
liaisons polies, ou liaisons sans frottement). 


a) Point matériel 17 assujetti à rester sur une surface fixe polie 
T (fig. 17.1, a) ou sur une courbe fixe polie ZL (fig. 17.1, b). La réac- 
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tion de liaison Ÿ est dirigée suivant la normale n à la surface ou sui- 
vant une des normales n° à la courbe. Les déplacements virtuels ôr 
du point NM peuvent s'effectuer dans le plan tangent à la surface T 
ou suivant la tangente T& à la courbe en M. On a dans les deux cas 
N | Ôr, d’où 


(N, ôr) = N,ôx + Nôy + N,82 = 0. 


b) Solide à deux points fixes (voir fig. 5.16). Le travail des forces 
de réaction R,, R, est nul, car les points d’application des réactions 
de liaison restent fixes pour n'importe quel déplacement virtuel 
{rotation d’un angle infiniment petit ôp) du solide. 

Fc) Liaisons imposées aux points du solide parfait. La condition 
de liaison se traduit ici par le fait que la distance entre deux points 


2 ° A 
M Len FtX 5 Yo,Zy} 
0, ÿ 
à) 
7 
Fig. 17.1 Fig. 17,2 


quelconques du solide est invariable. La somme des travaux des 
forces d'interaction des points du solide est donc nulle pour tout 
déplacement virtuel de ce solide. 

Supposons que les points M,, M,, ..., M, du système soient 
sollicités par des forces actives F,, F,, ..., F, respectivement 
(fig. 17.2). Si un point M, est sollicité par plusieurs forces à la fois, 
F, est la force résultante. Les projections de la force F, sur les axes 
Or, Oy, Oz seront désignées par X,, Ÿ,. Z,, si bien que 


F = Xi+ Yi + Zk (w=1,2,... n). 


1.3. Principe des travaux virtuels (Jean Bernoulli, 1667-1748). 
Le système de points matériels soumis à des liaisons géométriques, sta- 
tionnaires, bilatérales, parfaites est en équilibre si et seulement si la 
somme des travaux élémentaires des forces actives est nulle pour tout 
déplacement virtuel du système à partir de la position d'équilibre con- 
sidérée, | 


A= D 64, D (F,, ôr,)= D (Xô2v-+ Ÿ ,0ÿn + Za62s) = 0, 
v=i1 v—=1 v—=i 


à condition que le système soit fixe à l'instant initial. 
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Démonstration. La condition est nécessaire. 
On sait que le système de points matériels est en équilibre ; on veut 
montrer que la condition (17.2) est vérifiée. Supprimons les liai- 
sons imposées au système en ajoutant aux actions F,, F,, ...,F, 
les réactions de liaison R,, R,, ..., R,. Puisque chaque point du 
système est en équilibre, on a 


F,+R, = 0 (v = 1, 2,...,n), (17.3) 
ou en termes de projections 
X,+R9=0, Y,+R® O0, Z,+HRV OO (v=1,2,...,n). 


(17.4) 
Multiplions scalairement l'égalité vectorielle (17.3) par le vecteur 
déplacement virtuel ôr, du point M, (v = 1, 2, ..., n) et faisons 


la somme des produits scalaïres obtenus: 


> (F, Ôr y) + » (R,, Ôr y) — 0, 
v—i1 vi 


ou en termes de projections. 
n 
à (X,0zy + V0 + Z 02) . 


+ À (RL Es + A8 + RÉVB24) = 0 


Or, Ia seconde somme est égale à zéro en vertu de la définition des 
liaisons parfaites (17.1), si bien qu'on retrouve (17.2). La condition 
est bien nécessaire. | 
La condition est suffisante. Supposons que la condition 
(17.2) soit vérifiée; on veut montrer que le système de points ma- 
tériels est en équilibre. Ajoutons aux actions données F,, F,, ... 
, F, les réactions R,, R,, . .., R,. Le système peut alors être 


considéré comme libre. Désignons par ôr.,, 


ôry= Ori Op + Oz) (v—1,2,...,n), 


les déplacements virtuels des points libres. Pour un tel système 
le principe des travaux virtuels s'écrira sous la forme 


à (F,+R,, rs) =0, 


avec ôr, un vecteur déplacement quelconque de module aussi petit 
que l’on veut. Posons dans la dernière égalité 


êr, = a (F, +R) (v = 1, RE n}; 
21—01146 


qu STATIQUE ANALYTIQUE (CH. SV11 


Je 


où œ >> 0 est une quantité infiniment petite. Il vient 
n n 
a D (Es - Rj=o D UXs +R + (TSH RP + 


V—= 
+ (2, + REY] = 0. 

Puisque la somme des carrés est égale à zéro, on a 
X, + AR =0, Y,+RP=0, Z,+R®=0 (v=1,2,...,n); 


on retrouve donc les conditions (17.4). Si, par ailleurs, les vitesses 
initiales de tous les points du système sont nulles (le système étant 
supposé fixe à l’instant initial): 


2, (0) = y, (0) = z,(0)=0  (v—1, 2, ..., n), 


le système considéré est en équilibre, ce qui achève la démonstra- 
tion du théorème. 


1.4, Quelques applications élémentaires du principe des travaux 
virtuels. Le premier principe de la statique analytique fut le 
principe de Torricelli *). Soit un système de x points matériels de 
masses M, Mas + - «» Mn gêné par des liaisons géométriques, station- 
naires, bilatérales, parfaites. Supposons que la seule force appli- 
quée au système soit le poids, 


X=Ÿ, 0: Z,= me  (v—=1,2,...,n) 


(voir fig. 17.2). L'égalité (17.2) s’écrira alors sous la forme 


ñn nr 
6A= —g NN m.ôz,—0, ou 6 > m,z,=0. 
v= 1 v=i 
Or, la dernière somme est égale, en vertu de (6.9), à Mzc, où 
M = m + m + ... + m, est la masse totale du système et 
2 la cote de son centre de gravité. On a donc en position d'équilibre 
ôze == 0. (17.5) 


Principe de Torricelli. Quand le système dr corps 
matériels pesants gênés par des liaisons géométriques, stationnaires, 
bilatérales, parfaites se trouve en équilibre, la cote de son centre de gra- 
vité a une valeur extrémale. 

Ilustrons ce qui vient d’être dit par un exemple (fig. 17.3). 

Examinons maintenant l'application du principe des travaux 
virtuels aux machines simples. Supposons qu’une force P soit 
appliquée au point À de la machine, alors que son point B est le 


*) Evangelista Torricelli, physicien italien (1608-1647). 
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point d'application de la force résistante Q (fig. 17.4). Ces deux 
forces, de même que les déplacements virtuels êr, et ôr :, sont diri- 
gées suivant les tangentes aux trajectoires de À et de B. A titre 
d'exemple, on peut prendre un levier du premier ou du deuxième 


4 G ” 
.. : 
: . . Le où Fhstes ne Cie . LES , 
l 
y, 74 
> Z,= const 


: ; of 
Z= Min (ni max,ni min, mais Sz=Q} 


Fig. 17.3 


genre. En vertu du principe des travaux virtuels (17.2), on a err 
position d'équilibre de la machine 


(P, ôr a) + (Q, êrz) = P|8ra | — Ql'ôrp |—= 0. (17.5} 


Désignons ôp — | ôr, |, 6q = | èr, | et supposons que les déplace- 
ments réels des points À et B, qui sont aussi des déplacements virtuels 


ôr. À 
a 
P B 
êTz 
Fig. 17.4 Fig. 17.5 


(car Les liaisons sont stationnaires), se produisent pendant un temps 
Ôt. Divisons l'égalité (17.5) par ôt; il vient 


Pu—OQv—0, ou =+., (17.6) 


où u — Ôp/ôt, v —= 6q/ôt sont les vitesses virtuelles des points À 
et B (notons que Jean Bernoulli a formulé son principe pour les 


21* 
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vitesses virtuelles). Nous venons de démontrer la fameuse « règle 
d’or de la mécanique », qui traduit la loi fondamentale 
des machines simples: 


Ce qu’on gagne en force, on le perd en chemin parcouru ou en wi- 
tesse. 


La règle d’or permet d'établir immédiatement les conditions 
d'équilibre, donc aussi le rapport entre la force motrice P et la 
résistance Q, pour de nombreux mécanismes et machines, tels que: 
le plan incliné, le coin, la vis, les engrenages, etc. 


Exemple 17.1. On exerce sur la manivelle de la presse à vis (fig. 17.5) 
un moment de rotation (moment moteur) M, — 2PI, tandis que le plateau 
de presse subit la réaction @ du corps comprimé, faisant office de force résistante. 
On demande de déterminer les conditions d'équilibre de la machine (admettant 
que la machine est parfaite). | 

Solution. Donnons au système un déplacement virtuel: supposons 

e la vis a tourné d’un angle ô => 0; ce qui correspond à un déplacement 
g > 0 du plateau de presse. Les déplacements des points 4, et A, dirigés 
suivant les tangentes à la circonférence sont égaux en module à 


Ôp = lôp. 
D’après la formule (17.5) 


2P16® — 069 = 0, ou M,ôp — 0 6g = 0. 


Cherchons la relation entre ôg et ôg. Soit k le pas de la vis, c’est-à-dire la valeur 
dù déplacement de la vis vers le haut ou vers le bas qui correspond à un tour. 
On a la proportion 


Portons ôg dans là condition d'équilibre: 


k 
M,59—Q 5x ôp —0 
et simplifions par ôp. Il vient 


k 


Soulignons que les réactions de liaison n’interviennent pas dans 
le principe des travaux virtuels, ce qui permet de résoudre les pro- 
blèmes de la statique sans chercher les réactions. 


Exemple 17.2. L'articulation À du quadrilatère articulé OABC, dont 
le côté OC est fixe, est soumise à une force P agissant sous 90° par rapport à 04 
(fig. 17.6). On demande de savoir la force Q appliquée à l'articulation Z sous 


LUN NS 
60° par rapport à CB si OAB —150° et ABC = 90°, 

Solution. Donnons au système un déplacement virtuel: la rota- 
tion de OA autour de © d’un angle ô dans le sens antihoraire. Le point À aura 
alors un déplacement ôr, perpendiculaire à 04, et le point B un déplacement 
ôrL perpendiculaire à CB et qui se confondra en direction avec BA. Ecrivons 
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l'équation des travaux (17.2): 
(P, ôra) + (Q, ôrg) — —P | ôr4 | + Q lôrg | cos 30° = 0. 


En vertu du théorème d'égalité des projections des vecteurs vitesse des extré- 
mités d'un segment sur la direction du segment (formule (10.7)), on a 


ProjpA Ôrp = ProjpaÔr À; 
ou 


] Ôrp = | Ôr À | Cos 60° = + | Ôr À . 
Portant ces expressions dans l'équation des travaux, on obtient 


—P\ôral+z | ôra A) 


d’où 
Q=— 1 p—2,9P. 


V3 
Grâce au principe des travaux virtuels, on peut calculer aussi 
les réactions. À cet effet, on supprime toutes ou une partie des liai- 


Fig. 17.6 Fig. 17.7 


sons, selon qu'on cherche toutes ou une partie des réactions. Nous 
allons le montrer à l’aide d’un exemple. 


Exemple 17.3. Trois tubes identiques, de poids P chacun, sont dis- 
posés de la façon montrée sur la figure 17.7. Déterminer la pression qu'ils exer- 
cent sur les parois polies. | 

Solution. Supprimons une liaison, par exemple la paroi droite en 
lui substituant la réaction R. Appliquons-nous à chercher la force active hori- 
zontale R qu’on doit appliquer au tube inférieur de droite pour maintenir les 
tubes en équilibre. Si l’on donne au tube inférieur de droite un déplacement 
virtuel le long de l’axe Oz, seules les forces P et R produiront du travail. En 
position d'équilibre, conformément au principe des travaux virtuels (17.2), on a 


GA = —P 8yn — Rôxp = 0. (1) 
Soit r le rayon du tube. En regardant le dessin, on s'assure que 
yp=r+2rsinc, xp —= 2r + 4rcos a. 
On en déduit les variations des coordonnées : 


__ dyg 


Ôyp 


ÔG — 2r cos & Ô&, Sn = 2 Êa — — 4r sin & Ô. 
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Portons-les dans (1), il vient 
— P .2r cos à Êœ -- R-4r sin x Üœ -- 0. 
On en tire pour a 1 


{ 
R=— P cotg ©. 
à 
Dans le cas particulier où les tubes inférieurs sont en contact, on a & — Ufl' el 


R + P cotg 60° — de P —0,289P. 


$ 2. Conditions d'équilibre du système de points matériels 
en coordonnées généralisées 


2.1. Nombre de degrés de liberté. Considérons un système consti- 


tué de nr points matériels M,, M,, ..., M,. Les résultantes dus 
forces actives appliquées aux points du système seront désignées 
respectivement par F,, F,, . .., F,, et leurs projections, par exem- 


ple celles de F,, sur les axes du repère inertiel Oxyz par 
), CURE AE Vtt, 2, 3.34). 


Supposons que le système soit gêné par des liaisons géométriques, 
stationnaires, bilatérales, parfaites (voir n° 1.2), qui sont au nombre 
de m. Puisque nous nous bornons à considérer les liaisons de l’es- 
pèce indiquée, nous sommes en droit de dire que le système est sou- 
mis à m << 3n liaisons définies par les équations 


Î1 (ti: Ya: Z1: Los VPE 29) . ….., Lno Un Zn) — 0, 


fa (us Vas Zn Tes Vas Zu + Em Us) = 0 4717 


L Q ° e e. LL e e C2 e e [2 e e C2 (2 


Îm (x, Ya Z1s Lo; UET Za: 7 Ln Un: Zn) ee 0. 


Ici z,, y,, z, sont les coordonnées d'un point M, (v = 1,2, ..., n). 
Nous admettons que les équations (17.7) sont indépendantes. Alors 
3n coordonnées cartésiennes vérifient m équations (17.7), et le nombre 
k de coordonnées indépendantes est 


k = Sn — m. (17.8) 


Le nombre k de degrés de liberté d’un système de points matériels 
est le nombre des coordonnées indépendantes qui définissent la 
position du système. Les liaisons étant de la nature indiquée, le 
nombre de coordonnées indépendantes est égal au nombre des dé- 
placements virtuels indépendants du système considéré. 

Exemples. a) Un système constitué de deux points maté- 
riels reliés par une barre a cinq degrés de liberté. En effet, la posi- 
tion de deux points se laisse définir par six coordonnées (x,, y,. z), 
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(La, Yo 22) qui vérifient ensemble la relation 

(ti — La)° + (ya — Ye) + (21 — 22) = 
selon laquelle le carré de la distance entre les points est une quantité 
constante. On a donc nr — 2, m — 1 et d’après la formule (17.8) 
k = 32 — 1 — 5. 

b) Pour un point matériel mobile sur une surface, on a # — 2; 
pour un point matériel mobile assujetti à rester sur une courbe, on 
a k — À (un seul degré de liberté). En effet, la position d'une courbe 
dans l’espace se définit par deux équations, si bien que m — 2 et 
k— 34141 —2— 1. 

c) Un solide libre possède six degrés de liberté. En effet, il ad- 
met trois translations virtuelles indépendantes suivant trois axes 
deux à deux perpendiculaires et trois rotations virtuelles indépen- 
dantes autour de ces axes. 

d) Un solide à un point fixe présente trois degrés de liberté. 
Un solide à deux points fixes n’admet qu’un seul déplacement vir- 
tuel: la rotation autour de la droite joignant ces points, donc un 
seul degré de liberté. 

Les coordonnées cartésiennes des points du système gêné par m 
liaisons im posées se laissent exprimer par # paramètres indépendants 
Qi: es + + +, Gr appelés coordonnées généralisées (ou déterminantes) : 


Ty — Ly (Q1: os + - Qn); Un = Y, (41 us + +. Qn}; 
(17.9) 
2 td 2-22 Gti 2 2 0. 
Les projections êx,, Ôy,, ôz, du déplacement virtuel ôr, d’un point 
M,, ou, ce qui revient au même, les variations des coordonnées 
cartésiennes des points du système se définissent par des formules 
analogues à celles de la différentielle totale d’une fonction de plu- 
sieurs variables {voir Piskounov,t. I. e XIII, $ 7): 


Ôty 
ty = =  Ôg qi as nr _—. (O1, PR 
" … ÔVy 
ÔYr= = — Ôgi + .  Êga + ‘ LME - , Ôqu 
… … 
Ô2z, nr Ôq . + ÔQrs 
ou 
Ô - ô | oz 
Ly v 
_s GI — das Ôyy — > ÔQ» Ôzy — 0% Ôg% 
x=i = H#=1 
(17.10) 
(v=1, 2, 0), 


OÙ OÔy, Oo - - ., 09h sont les variations des coordonnées générali- 
sées. 
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2.2. Forces généralisées. Cherchons l'expression du travail 
virtuel A en coordonnées généralisées. À cet effet, portons dans le 
premier membre de la formule (17.2) les expressions des variations 
des coordonnées tirées de (17.10) et transformons l'expression obtenue: 


GA = D (Xôx, + Y gs + Zô2) = 


Va À 
En k 
=D IX Z 2 6m+Y, 34 LE Bqu + Zs = 
V=i ix=i #= 1 
_S S (x (x CRE Oyv +Z GEAR êg. = 
vV=i x=1 ° 09 " C2 ' 0x ‘ 
k n 
—_ Dry ei r O2 
La quantité | 
n 
Q= 3 (x, a y. _ eZ _ ) (17.11) 


V—=1 


est appelée force généralisée correspondant à la coordonnée générali- 
sée qu (x — 1, ..., 

Ainsi donc, les forces généralisées Q,, @:, ..., QA correspondant 
aux coordonnées généralisées qj, o, . . ., 9 se laissent exprimer, 
conformément aux équations (17.9), en fonction des projections des 
forces actives d’après les formules (17.11). L'expression du travail 
virtuel prend alors la forme 


R 
A = à Q,6qx = Q10g: + QÙgr +... + QndQne (17,12) 


Elle permet de formuler une deuxième règle (après (17.11)) pour 
le calcul de la force généralisée. Considérons un déplacement virtuel 


tel que 
Ôg = 0, 3 Qi = 0, Ôq: 0, ÔQiai _— 0, .…. Ôqr == 0. 


On a alors 


OA — Q:dqi, 
ve qui permet de déterminer 


Q= A  (—1,2,...,h), (17.13) 


Règle. Pour déterminer la force généralisée Q; (correspondant 
à la coordonnée généralisée g;), il suffit de donner au système un 
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déplacement virtuel qui ne fasse changer que la coordonnée g; et. 
de calculer la somme 6,4 des travaux élémentaires de toutes les: 
forces actives appliquées au système: la quantité ©; s'obtient alors: 
en faisant intervenir la formule (17.13). 


2.3. Conditions d'équilibre du système de points matériels en cocr- 
données généralisées. En vertu de (17.12), l'expression mathématique 
(17.2) du principe des travaux virtuels prend la forme 


SA — Quôqi + Q592 + «ee + Qnôn = 0. (17.44) 


L'égalité (17.14) (équivalente à (17.2)) est la condition nécessaire 
et suffisante pour que le système de points matériels considéré, sou- 
mis aux liaisons indiquées plus haut, se trouve en équilibre. Or. 


puisque les variations Ôg,, Ôq, . .., Ôg, sont indépendantes, 
au même titre que les coordonnées généralisées g,, Qe, : - ., Gr, ik. 
ressort de la condition (17.14) que 

Q, = 0, Qs=0,..., On = 0. (17.15} 


En effet, donnons au système un$ déplacement virtuel, par exemple 
tel que 
Ôg 0, ga — 03 = ... —= Ôgr — 0. 
On a alors en position d'équilibre 
014 = Q:dg = 0; 


l’égalité Q, = 0 est donc nécessaire. Par un raisonnement analogue, 
on s'assure que toutes les autres égalités (17.15) sont également né-- 
cessaires pour que le système soit en équilibre. 

Pour montrer que les égalités (17.15) sont des conditions suffi- 
santes de l’équilibre du système, il suffit de les porter dans la for- 
mule (17.14): on obtient 8A = 0, ce qui représente, en vertu du: 
principe des travaux virtuels, la condition suffisante de l’équilibre 
du système. | 

Aïnsi donc, pour que le système de points matériels gêné par des 
liaisons soit en équilibre il faut et il suffit *) que toutes les forces généra- 
lisées soient nulles. Les égalités (17.15) sont appelées conditions: 
d'équilibre du système en coordonnées généralisées (indépendantes). 


Exemple 17.4 L'articulation À du mécanisme bielle-manivelle- 
(fig. 17.8) est sollicitée par une force F, perpendiculaire à la manivelle OA, 
et le coulisseau B, par une force horizontale F,. Abstraction faite du poids. 
et du frottement, chercher la valeur de l’angle q qui garantit l'équilibre du 
mécanisme. 

Solution. Le système de deux (nr — 2) points matériels À, B est 
gêné par cinq liaisons (m = 5). Deux liaisons sont triviales : en effet, le mouve- 
ment est plan, si bien que les cotes des points À et B sont nulles: 


z1 = 0, z9 = 0, 


*) La condition est suffisante si le système est fixe à l'instant initial. 
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En outre, le coulisseau B est guidé par des glissières horizontales, si bien que 
Ya = 0. 

PRE les longueurs de la manivelle O4 et de la bielle AB sont constantes, 

SOA ai + yi = ri, (Ze — 21)? + (Ya — y)? = lÀ, 

Conformément à (17.8), on a k — 3.2 — 5 — 1; cela revient à dire que le 


mécanisme bielle-manivelle n'admet qu'un seul degré de liberté, donc une 
seule coordonnée indépendante. Comme coordonnée généralisée, on peut retenir 


| INA É) 


ÿ JT L 
/ p| 1 r rs (T2 0 
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Le Ne 
s f 
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Fig. 17.8 


l'angle de rotation q de la manivelle. En effet, exprimons les coordonnée 
cCartésiennes des points 4, B en fonction de : 


zo = OB = OC + CB = r cos @ + ! cos ÿ. 
“On a dans le triangle O0AB d’après le théorème des sinus 
sinŸ sin PR D 
a pe d’où sin Ÿ— y Sin 9. 
Désignons le rapport r/l par À et calculons 
cos W— y'1—sin? = y/1— A2 sin? y. 
“On a donc 
Z\=rCoOS®P, y—=rsin tp; 
a (17.16) 
zo=rcosp+l Vi—A’sin?p, ye=0. 


Ces équations sont équivalentes à (17.9) pour le cas considéré, 

L'unique force généralisée Q4 se laisse déduire de la formule (17.11) où 
l'on remplace les dérivées partielles par les dérivées ordinaires, car les fonc- 
tions Z%1, Yi 215 Los Ya, 22 dépendent uniquement de : 


+ dx; dy; d?; 
‘En regardant le dessin, on voit que 
Xi= —Fisinp,, Yi Ficosp, Xe Fy Y2=0  Z=zZ =. 


dz9 


d d 
nn de A (17.17) 


dp 


Par dérivation des égalités (17.16), on trouve 


dx, | dy: [dTa À? sin cos 
1 = —7rsin op, —rcos q SN Q— ———_—_—__—_—_———— . 
419 . dq or . V/1— 2? sin? 
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Il découle alors de (17.17) que 
Qo= —F) sin q(—r sin p)+F; cos @ (r cos p) + 
: À sin @ Cos @ 
F[—rsinq—u FL |= 
FF L v1— sin? y 
| À COS @ 
=r| F,—F, sin (1 EE —) |. 
| Hé ÉA=pare 


S'il y a équilibre, toutes les forces généralisées doivent s’annuler. Dans notre 
exemple, les conditions (17.15) fournissent l’unique condition d'équilibre 


: À cos 
—=0, ou F,;=sin (1 : = — ) F 
Ce - PAPE V/1— 22 sin? œ 


qui, pour des forces F;,, F, données, peut être regardée comme l'équation définis- 
sant l’angle y, en position d'équilibre. Etant donné que le coefficient affectant 


Fig. 17.9 


F,n'est jamais supérieur à l'unité, il faut que F, <F, pour qu'il y ait équilibre. 
Dans le cas particulier où F, == F,, on a sin q — 1, c’est-à-dire que q, = 71/2. 

Soulignons que si ce problème devait se résoudre par les méthodes de la 
statique élémentaire, on serait obligé de faire intervenir les réactions de l'arti- 
culation d'appui © et du plan de guidage du coulisseau 2. Grâce aux méthodes 
de la statique analytique, on arrive à résoudre les problèmes d'équilibre sans 
calculer les réactions des liaisons parfaites, à moins que cela ne soit spéciale- 
ment demandé. 

Exemple 17.5. Déterminer la position d'équilibre de m barres pesantes 
identiques réunies par des articulations sans frottement et sollicitées par une 
force de tension horizontale T. La longueur totale des »m barres est Z, le poids 
d'une unité de longueur est y, les coordonnées du centre d’une u-ième barre 
sont (th, yu), les coordonnées du point d'application de la force T sont (x, y), 
l’angle formé par une u-ième barre avec l'axe Oy est PB, (fig. 17.9). 

Solution. Appliquons le principe des travaux virtuels (17.2): 


D Prey = p ui + P Ôye + « + « + p Ôÿm + T Oz = 0. (1) 
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Ici p — ly/m est le poids d’une barre ; yj, Ye, + + ., Ym les ordonnées des centres 
des barres; x l’abscisse du point d'application de la force 7. Caleulons x et 
Yu (= 1, 2, ..., m): 


e 
| 
jee 
l- 3 


l 1 1 
cos B;; Von Cost cos fs, ..., 


= 
Î 


(2) 


r 


mt 
(cos B+...—+cos Puit cos Bu.) us 


cos Bi +...—+cos pu. Br) , 


Ï 


. Ras 


sin Br +.. Se Dire — sin fm. 


On en déduit les variations des coordonnées indiquées: 


d NE 
Ôy1 — de Of = TD B10B: 
F) ‘à = Eh. 
Ôys — ne Of + = ÔP3 = — Sin B10B1 — "7 —— Sin PaôBor +. 


y — —+ (sin B16B1 +... + sin Pu-10fu 1 += sin Pu6Bu ) 9 +. 
Sym = —" (sin B8B+ + sin m108m-1+ 7 Sin Bm6ôm) ; 


Se" (008 B6B1+ +005 Fm Of). 


Portons-les dans (1), divisons par —1/2 [/m et réunissons les termes en Üf,, ôPo, 
.… fm: 


{p [1 + 2 (m —1)] sin B, — 27 cos B,} ÔB, L {p [1 + 2 (m — 2)] sin Pa — 
—2T, cos fa} 683 +... + {p [1 + 2 (nm —.p)l sin fu — 27 cos By} 6bu +. 
| «+ p sin fm — 27 cos fm} Om = 0. 


En vertu de (2), les angles $,, B:, ..., B sont des coordonnées généralisées 
(voir (17.9)). En confrontant la dernière égalité avec (17.14), on s'assure que 
chaque expression entre accolades est une force généralisée correspondant à une 
coordonnée généralisée. Pour qu’il y ait quilibre, il faut et il suffit que soient 
vérifiées les égalités (17.15), 


Qu = pli + 2 (m — p)] sin By — 2T cos By — u = 1,2,..., m), 
d'où l’on déduit 
2T 2mT Â 
Ce B = —— " ————2Û = —]°— —— ml; 2, ses M): 
Bb Tp2qn=pp mu Di CE 


Ces formules permettent de calculer les angles f;, Bo; , Pm en position 
d’équilibre, qui déterminent précisément [a figure d'équilibre ‘de la ligne poly- 
gonäle de barres tendue par la force T. 

Exemple 17.6. Figure d'équilibre d'un fil parfait homogène. 

Il s’agit d’un fil inextensible et parfaitement flexible. Nous examinerons 
son modèle représenté par un système de 2m barres homogènes identiques de 
longueur totale 2! réunies par des articulations sans frottement, suspendu par 
ses extrémités et placé dans le champ de la pesanteur. I} est admis que les points 
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de suspension du système À, B se trouvent à la même hauteur (fig. 17.10). 
Les notations seront celles de l'exemple 17.5. 

Soit s, la longueur de la ligne polygonale entre le point À et le centre 
{z:, y) d’une k-ième barre. On a alors 


l 1 1 1 


La figure d'équilibre du fil parfait homogène sera définie comme position limite 
de la figure d'équilibre de Ja ligne polygonale dans le cas où le nombre des 
barres croît indéfiniment, tandis que la longueur de chaque barre tend vers 


Fa 


Z 0 Z 


Fig. 17.10 


zéro. Supprimons la partie gauche de la ligne polygonale en remplaçant son 
action par la tension 7, (fig. 17.10). La tangente de l'angle d’inclinaison «y 
d’une k-ième barre se définira d’après la formule (3) de F’exemple 17.5: 


[y 
2mTo 


Soit y — y (x) l'équation de la courbe qui définit la figure d'équilibre du fil 
parfait homogène. Alors | 


t£ Op em Ccotg fi = 


[2m—(2k—1)], 


Au =} ri | _* + 
a = dimteanæ ge lim [Gen ]=fi-ime]. (4 


La quantité entre crochets dans le dernier membre est la longueur s du fil coMmp= 
té enr l'origine des coordonnées et le point (x, y). Elle se définit par la for- 
mule 


X 

s— | V1<+y'i dr 
Ô 
I 


(voirPiskounov, t.l,ch. XII, $ 3). Portons cette expression de s dans (à) : 


$ 
x EL 

y = À Vi+y' ar. 
(6) 


© 
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En dérivant cette identité, nous obtiendrons l'équation différentielle de ln 
figure d'équilibre du fil: 


H=rvVTrrs =). 15) 
Séparons les variables et intégrons 
y? , x 
0 Ty (Q 


Ayant trouvé l'intégrale du premier membre dans les tables, nous obtenons 
In (y +147) = kr. 
La fonction réciproque est 
y +VI+y a ehx, 
Laissons la racine seule dans le premier membre et élevons uu carré les deux 


membres de l'égalité: 
(V1+ vi} (eh pr), 


Après quelques transformations bien simples, nous obtiendrons 


.. der; dy 1 ,4 k 
H — —— : _—_—— X 7— x 


Séparons de nouveau les variables et intégrons 
. ? y " 
| dy = 1 | (ex — À X) Gr: 


(0 
il vient 


Transportons l'origine des coordonnées suivant l'axe Oy de manière à avoir 
dans le nouveau système de coordonnées y (0) — 1/k (fig. 17.11). Il vient défi- 


nitivement ; : 
À fe* Lex { 
y=+ (——) = ch ke. (6) 


La fonction entre parenthèses s'appelle cosinus hyperbolique (ch kx); la figure 
d'équilibre du fil parfait homogène est appelée chaïnette. 
Nous avions désigné par T, la tension au point le plus bas de la chaînette, 


To= + =yv (0). 


* Or, dans chaque problème concret, la tension! T, et, par conséquent, k restent 
inconnus tant que la chaînette n'a pas été construite. En plus du poids y d’une 
unité de longueur du fil, nous connaissons deux autres paramètres : la longueur 
du fil 27 et la distance 24 entre les points de suspension (fig. 17.11). La derni- 
longueur du fil est égale à 


d d d 
l— À Vi+y'?dr— | V'1+ sh? kx dx — | ch {kzx) a+ sb kd. 
0 Ô 0 
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Dans cette expression figure une fonction appelée sinus hyperbolique: 


sh kx _ (ex — e-kx) à 
On a donc 
4 
EE Ci | (3» 


Explicitons e*d 


ed kit VTT. 
Portant dans cette équation transcendante les valeurs données des paramètres 


L et d, on détermine 4, ce qui permet de construire la chaînette en se servanf 
de la formule (6). 


Fig. 17.11 


Exemple 17.7, Calcul de la tension du fil sur ordinateur (conditions 
aux limites du premier type). Introduisons des paramètres sans dimensiom 


d 


x = kl, =7 (0<ô<!i) (8) 
et, multipliant par X les deux membres de l'équation transcendante (1%), met- 
tons-la sous la forme 

x = sh 6x. (9} 


L'équation transcendante (9) a été résolue sur ordinateur ES-1033 par. 
itérations *), à l’aide d’un programme rédigé en Fortran OS. 

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de x pour 0,01 < 6 < 0,99, les 
valeurs de ô étant échelonnées de 0,01 en 0,01. 

Conformément aux notations introduites (8) 


k=—, (10) 


Pour déterminer La tension T du fil, remarquons que sa projection T7, 
sur l’axe Ox est constante pour tout point du fil (voir page 334), 


Frs . const, 


En particulier, on a pour les points extrômes (fig. 17.11) 
a : Y 
T,k=Tcosa——- : T = —— 
… 0$ Pal d'où PE (i1} 
*) Itération : exécution répétée d’une opération mathématique. Ici : méthode 
des approximations successives. | 
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Tableou 
Valeurs de x 

ô 0,090 9,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,08 0,09 

| | | | 

0,0 728,4 1323,6 1199,7 141,1 107,4 185,74 |70,75 }59,80 151,50 

0,1 145,00 | 39,79 | 35,53 | 31,99 | 29,01 | 26,46 124,27 122,36 [20,68 119,21 

‘0,2 17,89 | 16,72 | 15,66 | 14,71 | 13,84 | 13,06 112,34 111,68 111,07 |10,51 

0,3 | 9,991! 9,511] 9,065) 8,648] 8,259) 7,895] 7,554 7,234) 6,933] 6,649 

0,41 6,382| 6,129) 5,889 5,661! 5,446) 5,242] 5,046, 4,861| 4,685) 4,516 

0,51 4,354| 4,200! 4,054 3,911] 3,775 3,645] 3,521] 3,399! 3,283 3,172 

0,6 | 3,064! 2,961 2,860) 2,763; 2,670) 2,578] 2,490| 2,405] 2,322] 2,242 

‘0,7 | 2,163! 2,087] 2,014] 1,941] 1,871] 1,802) 1,735 | 1,668! 1,604] 1,541 

. 1,479| 1,417] 1,357| 1,298| 1,239] 1,180! 1,122! 1,066: 1,008] 0,951 
: .9 


0,893! 0,835 Dante 0,714 0,652 #1 0,518! 0,442; 0,355] 0,247 


De la formule (6) il découle, en vertu de (8) et (9), que 

y" (2) => (eËN _e-Àx)_ sh xx, y’ (d)—sh kd=—x; 
on à donc 

tea—y’(d)=x, sca=vi{i+tga= vit. 
et en vertu de (11) et (10) 


Tr? VIF =? TRE. (12) 


Ordre des calculs: 
4. Pour 24 et 2 donnés, calculer (voir (8)) 


d 


1 ] 

2. Chercher *%* dans le tableau. | 

8. D'après la formule. (12), dans laquelle ÿ est le poids de l'unité de la 
longueur du fil, déterminer la tension du fil en ses points extrêmes. 

Remarque. Les conditions aux limites du second type sont consi- 
dérées. dans l'exemple 25.4, page 460, 


Exercices 


Exercice 17.1, Le palan (appareil de levage constitué par deux poulies 
montées dans une chape commune mais mises sur des axes séparés, voir fig. 17.12) 
<st doté d’un fil dont une extrémité est attachée à un point fixe du palan et 
l'autre, libre, est soumise à une force de tension F. Un fardeau de poids Q est 
suspendu à la poulie inférieure. Déterminer le rapport entre F e‘ Q en position 
d'équilibre du système. 

Indication. Chercher le rapport entre ôq et ôp. 

Réponse. Q= 4, 

Exercice 17.2. La presse à genouillère OAB est constituée de deux 
barres OA = a et AB = b contenues dans le plan vertical (fig. 17.13). Une 
force horizontale F' est appliquée à l'articulation À dans le plan CAB. Quelle 
est la force résistance Q offerte par le corps comprimé qui fait équilibre à F ? 


EXERCICES __ 837 


Indication. Donner au système un déplacement virtuel: la rota- 
tion de la barre OA d'un angle da. Exprimer les coordonnées des points 4, B 
en fonction des longueurs des barres et des angles «, B, puis calculer les varia- 
tions des coordonnées. La relation entre ôx et ôB est fournie par le théorème 
des sinus. a 


ga + tigB 
Exercice 17.3. Une barre homogène 04 de poids p, est libre en 
rotation dans le plan vertical autour d’une articulation fixe © (fig. 17.14). 


Réponse. Q — 


dt rs 


Da 
Fig. 17.12 Fig. 17.48 


L'extrémité À de la barre est articulée avec une deuxième barre homogène 48 
de poids p,. Une force horizontale Test exercée sur l'extrémité libre de la seconde 
barre. Chercher les angles &« et f$ en position d'équilibre du système. 


“42, 1 
Ÿ 


À 
# 
D TE" 
P, 
ÿ 
Fig. 17.14 Fig. 17.15 


fer Lé 


Indication. Posé d'une façon plus générale, ce problème a déjà été 
discuté plus haut (voir l'exemple 17.5). 
"7 2T 


Réponse. ga, @6= . 


L 2 p 
Exercice 17.4. L’articulation 2 du ! quadrilatère articulé OCB0, 
(fig. 17.15) subit l’action d’une force verticale F ; l'élément BC du quadrilatère 


22—01146 
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est solidaire d’un disque dont le centre se trouve en 8. Une force horizontale S 
est appliquée suivant la tangente au disque en son point À. Les cotes en posi- 
tion d'équilibre du système sont indiquées sur la figure. Abstraction faite 
du poids des barres et du disque, ainsi que du frottement dans les articulations, 
déterminer le rapport entre F et S en position d'équilibre. 
Indication. Les deux forces en jeu sont exercées sur un même solide, 
à savoir sur le disque. Le mouvement instantané du disque se réduit à la seule 
rotation autour du centre de rotation instantané O*.:Si le déplacement virtuel 
du système (assimilé à un solide) se réduit à sa rotation autour d’un axe fixe 
dans l'espace, la force généralisée correspondant à un tel déplacement est la 
somme des moments de toutes les forces actives par rapport à cet axe. 
__ sin, H | 


Réponse. FT ina L 


CHAPITRE XVIII 


ÉQUATION GÉNÉRALE DE LA DYNAMIQUE. 
ÉQUATIONS DE LAGRANGE 


$ 1. Equation générale de la dynamique 


1.1. Position du problème. Soit un système de points matériels 
mobile par rapport à un repère cartésien rectangulaire inertiel (voir 
ch. XIII, n° 1.2) Oxyz. Soient M,, M,, . .., M, les points du sys- 


tème doués de masses m1, Mo, . . ., m,. Les coordonnées des points 
du système à l'instant donné seront désignées par (x,, y, Z), 
(rs 2) ass Us an}. et les projections sur les axes Oz, Oy, 
Oz des forces F,, F,, ..., F, par {X1, Y,, Zi}, {Xo, Yo Zo}h, 
» {Xns Vins Zn} OÙ . v 2 

on est la résultante des forces actives ap- z 
pliquées au point M, du système (voir la r d 
figure 18.1 qui représente l'un des points , _K Av 
M, du système (v = 1, 2, , n)). # 4 


"Le système de points matériels} est sup- 
posé non libre, c'est-à-dire que le mouve- 
ment du système et les déplacements vir- Fig. 18.1 
tuels de ses points sont gênés par des 
liaisons (voir ch. XVII, n° 4.1). Quant aux liaisons, on admet, 
comme on j'a signalé plus haut, qu'elles sont 

a) géométriques (holonomes), c’est-à-dire indépendantes 
des vitesses et des accélérations des points; 

b) bilatérales, c'est-à-dire que les points ne peuvent pas 
quitter les liaisons. Chaque fois que les conditions a) et b} sont 
respectées, les liaisons vérifient les équations (17.7); 

c) parfaites (ou polies), ce qui veut dire que la somme des 
travaux élémentaires de leurs réactions est nulle dans chaque dépla- 
cement virtuel (voir (17.1})), que le système se trouve en repos ou 
en mouvement *). 

Notre but est de donner aux équations du mouvement du système 
la forme d’une équation des travaux, analogue au orincipe des tra 
vaux virtuels de la statique analytique (voir (17.2)). De toute évi- 


*) La condition fort importante en statique, selon laquelle les liaisons 
doivent être stationnaires (scléronomes, ou indépendantes du temps), peut être 
supprimée ici. 


29% 
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dence, le travail des réactions des liaisons parfaites n'interviendra 
pas dans une telle équation. 


1.2. Déduction de l'équation générale de la dynamique (principe 
de d’'Alembert-Lagrange). L'axiome des liaisons (ch. XVII, n° 1.2) 
permet de considérer le système gêné de points matériels comme un 
système libre, à condition d'ajouter aux actions connues les réactions 
de liaison inconnues. Les équations du mouvement de chacun des 
points du système s’écrivent en termes de projections sur les axes 
Ox, Oy, Oz en vertu de la deuxième loi de Newton: 


2 2 
_ PV x +R, m dy LR, 


V. di dde (18.1) 
my DZ HR (1,2, 4h), | 


où RO), A9), R°) sont les projections de la résultante R, des réac- 
tions de liaison appliquées en M,. Mettons ces dernières équations 
sous la forme 


(v) dry (v) d? ŒYv 
— R; = X,—m, dt? 3 — À; — ÿ, y aie ’ 


d?z 
—R9 =Zy-m SE (v=1,2,...,n) 


et. portons les expressions obtenues de RÔ), R(), R() dans (17.1). 
Il vient 


> {(x- Fi ee) ôr,+(Y, TN se | 8ys — 
—(Z,-m De ) 62, | = 0. (18.2) 


V dt? 


C'est l'équation générale de la dynamique; on l'appelle aussi prin- 
cipe de d'Alembert-Lagrange. Les quantités 


d'ty d?ys dèzy 
Pre rm GR 


ont la dimension d'une force. Reprenant l’expression de d’Alembert, 
nous dirons que les grandeurs vectorielles 


F,—m,w, (v=1,2,...,n) 
sont les forces « perdues » appliquées aux points du système. 
L’'équation (18.2) admet l'écriture 


> (F,—m,w,, Ôry) —0 
v=i 


où w., est le vecteur accélération du point M, 


d'y : 2z 
Wy= Tr + — j+ Peu, 
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et Ôr, le vecteur déplacement virtuel de ce point: 
Ôr, = Ôxvi + Ôy,j + Ô2,k V2. Len): 


Principe de d’Alembert-Lagrange (équ a- 
tion générale de la dynamique). La somme des 
travaux de toutes les forces « perdues » est nulle pour tout déplacement 
virtuel du système souris à des liaisons géométriques, bilatérales, parfai- 
Les. 


Nous venons de montrer que l’équation générale de la dynamique 
est nécessaire. 
.. Montrons qu'elle est aussi suffisante. Supposons que 
(18.2) soit vérifié ; on veut montrer que le mouvement de chaque point 
du système obéit à la deuxième loi de Newton. Ajoutons aux actions 
connues F,,F;,, . .., F, les réactions R,,R,, . .., R,: on peut alors, 
en vertu de l’axiome des liaisons (ch. XVII, n° 1.2), considérer que 
le système de points matériels est libre et soumis aux forces 
F, +R, F: +R,,...,F, + R,. Les déplacements virtuels. des 
points du système li bre seront désignés par 


Or, — Ori + Oysj + 0z,k (v = 1, 2, nn 


En vertu du principe (48.2) (qui reste applicable aussi pour un sÿs- 
tème de points libre), on a 


D OR + RO my . me) rs F 
v= À 


+ (7, LE RM mL L ne) ys+ (Z, LAVE m, Pe) Be, ]=0. (18.3) 


Le système étant libre, ÔT vs ôy v 02, peuvent admettre des valeurs 
quelconques, aussi petites que l’on veut. On peut ainsi poser dans 
la dernière égalité 


. DU) dx . v) dy 
ôz,=a (X,+RÈ — M, ne): Oyy = (Y, +R me), 


Ga (z,+R-m, TX)  (v=1,2,. 47) 


(a infiniment petit). Il vient 


«> (x X,+ RE —m, ne) + (Fu+ RS) —m, 7 )+ 
v=! 
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La somme des carrés étant nulle, on est en droit d'écrire les égalités 


; d? | 2 
X +R m0, Y,+ RM —m, SE 0, 
Z LR) CS TE 1.2 ; 
v Tr {tr mn, IE — (v = ds ss); 


nous retrouvons les équations du mouvement (18.1) des points du 
système. Ainsi donc, le principe de d’Alembert-Lagrange (l'équation 
générale de la dynamique) est bien suffisant. 

Grâce à l'équation générale de la dynamique, on a la possibilité 
de résoudre les problèmes sans chercher les réactions de liaison. S'il 
est demandé, dans le problème, de trouver certaines réactions, on 
supprime une partie de liaisons en ajoutant aux forces connues les 
réactions demandées. Un système partiellement libre vérifie, lui 
aussi, l'équation générale de la dynamique. Soulignons que les 
| déplacements virtuels sont différents 
pour tous les trois cas: 

1° pour un système de points gêné 
par des liaisons (équation (18.2)); 

2 pour un système libre, ou pour 
un système gêné dont on a supprimé par 
la pensée toutes les liaisons (équation 
(18.3)) ; 

3° pour un système à liaisons par- 
tiellement supprimées. 


Exemple 18.1. Le régulateur centri- 
fuge tourne autour de son axe vertical avec 
: une vitesse angulaire constante ©. Le poids 

Fig. 18.2 de chaque boule-masselotte est p,, le poids du 

manchon est p,, toutes les barres sont de lon- 

gueur ? et de poids nul ; les articulations de suspension des barres sont à une dis- 

tance a de l’axe du régulateur. Déterminer le rapport entre la vitesse angu- 

Fe . S régulateur et l'angle d'écart & des barres en régime permanent 
ig. 18.2). 

Solution. Plaçons l'origine des coordonnées au point fixe ©, orientons 
l'axe Oy vers le bas et l’axe Ox vers la gauche dans le plan du régulateur à un 
instant donné t. Puisque © — const, la boule M, ne présente qu'une accélé- 
ration normale (dirigée en sens contraire de l’axe Ox) 


d?z: 
at? 


d'y 1 
dt? 


La symétrie du mécanisme nous permet de considérer une seule boule, par 
exemple 47,. Les projections des forces actives appliquées à la boule #, et au 
manchon 47,, c’est-à-dire les projections des poids, sont 


X1 = 0, Yi = P:; X, = 0, Ve = Pa 


L'équation (18.2) s’écrira comme suit: 


d? 
2 (— 2 Te Br: +-Ip:êvr ) + Pa0Y2 = 0, (1) 


—0(. 


— — (a+ 1 sin «&) w?, 
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où le coefficient 2 affectant le premier terrne s'explique par la présence de deux 
boules-masselottes identiques. 

 Calculons les variations des coordonnées. Les coordonnées des points M, 
et M, sont 


nm —=atilisina, y —=lcosa; 2z»2 —0, y, = 2cosa, 


Leurs variations (définies par les mêmes formules que les différentielles) s'écri- 
ront donc 


dx dy 


— Rs = — eh — —{} 8j 
ÊX, — Sr Ôa—Icosa Ô%, Ôy: nu ôc 1 sin & Ôcx, 
due _ ‘ 
Oo 7 Ôa — —21 sin & ÔX, 


En les portant dans (1), 
2 EE (a+ 1 sin a) w?I cos a — p.l sin à | Ôa—2p.l sin à Ôx —0, 
on obtient 


(itpa) giga 
Pita+isina) ‘ 


2 


(4) 


Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que les déplacements virtuels 
sont analysés pour un t Îixe, comme si les liaisons étaient figées, si bien que 
les points À, et M, restent dans Je plan du dessin. Les déplacements réels, 
au contraire, se déroulent pendant un certain laps de temps, même très petit. 
Il convient de prendre en considération aussi la rotation du plan du régula- 
teur avec la vitesse angulaire w. On voit donc qu'avec des liaisons dépendantes 
du temps (rhéonomes), les déplacements réels ne figurent pas parmi les déplace- 
ments virtuels. 


$ 2. Equations différentielles du mouvement du système 
en coordonnées généralisées (équations de Lagrange) 


2.1. Position du problème. Le problème se pose de la même façon 
que dans le paragraphe précédent. Nous envisageons le mouvement 
d'un système de x points matériels et désignons la résultante des 
iorces actives appliquées à un v-ième point par 

F,=Xi+Y j +2Z,k (et 2e nn) 


où X,, Y ,, Z, sont les projections sur les axes du repère inertiel 
Ozxyz. Supposons que le système soit soumis à m liaisons géométri- 
ques, bilatérales, parfaites. Le nombre de degrés de liberté k se 
définit alors par la formule (17.8): 

k — 3n — m. 


Les coordonnées cartésiennes des points du système se laissent ex- 
primer (voir (17.9)) à l’aide de 4 coordonnées généralisées 
Ty — Ly (£, ts ar +. gr), Yy = Ur (£, rs as + Qu); 


(18.4) 
Zn = Ty (lr Qir: Qou se 02) (v = 1, 2, ...,n). 
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Les liaisons elles-mêmes n'étant pas forcément stationnaires, il 
se peut que les équations de liaison (voir (17.7)) renferment le temps 
sous forme explicite. C'est pourquoi, à la différence de (17.9), les 
seconds membres de (18.4) contiennent généralement le temps t. 
Les coordonnées gi, Qo, + . ., Gr SOnt 
. 1° réelles, c’est-à-dire incapables de prendre des valeurs com- 
plexes ; 

2° indépendantes; 

9° douées d'une signification géométrique individuelle. 

Cette dernière propriété veut dire que les valeurs numériques de 
ces variables définissent la position du système, c'est-à-dire les va- 
leurs des coordonnées cartésiennes de ses points, avant l’écriture 
(et à fortiori avant l'intégration) des équations du mouvement. 
S. À. Tchaplyguine appelait ces coordonnées déterminantes; 
le terme usuel dans 1a littérature étrangère est coordonnées holonomes. 
Nous proposons d'appeler ces coordonnées, coordonnées généralisées. 


2.2. Déduction des équations de Lagrange. Les variations des 
coordonnées cartésiennes des points du système se définissent par 
les formules (17.10): 


R R k 
(2 CN; Ôyy È Ô V 
ÔT,y = on - — Ôgu ÔYy = >. 5 Ôg»; 02, Gé > de ÔQx 
K=—=1 A1 à x=1 
(v=1,2,...,n), 


où Ôgi, ÔG2, + - , Ôgk sont les variations des coordonnées généralisées. 
Les déplacements réels du système vérifient l'équation générale 
de la dynamique (18.2) que nous mettrons sous la forme 


D [ (re, LE — À ») 87 + (rm, TR —Y,} ÔYy + 
+ (m, LE —2,) 62, |= 0, 


Portons-y les expressions de Ôx,, Ôy,, Ôz, tirées de (47.10): 


n ° R 
dTy OLy Ôg de dYv Ze 02% 
> My | an Qu + S ET Ôg En an DE  Êgx | — : 


v=1 K=1 #=—1 


n R 
— 5 (x, 5 à _ 0m +Y, 2 es Ou + Z, > # » 5q)= 0. 


V—=1 A=!{ = Kx= 1. 
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ie l’ordre de la sommation, on obtient 


dry 07 dy Ov : div y 
s Ôg4 2 my dt 9Q% ar dt. 0q, + di 7e) 


X=i 


E > Ôgx S (x v En de É, _… +2, FE = 0: (18.5} 
#=1 v=1 


Transformons le premier terme. À cet effet, calculons en partant de 
la première formule (18.4) 


k 
ms mL Se  (v=1,2,..,r) (18.6) 


et, en prenant les dérivées partielles par rapport à Gus trouvons 

6x, ÔLy | = 
= =: 2 5 ns M=,.2:::0) 487) 
GI x 


D'autre part, en prenant les dérivées partielles par rapport à q, 
des deux membres de l'identité (18.6), nous aurons 


- , | o( me) : | 
a = ne 5 + a nt — _ }+ 3— zu? 
et par conséquent 
en _ ) | 
TA = — 7 — (v=1,2,..:5n: %=1,2,.::,k). (18.8) 


Ainsi donc, le premier terme de (18.5) est égal à 


dry 074 à. E ms) — x Ogx } __ à (z ee) —2 Ôxy . 
dt 0g, dt \'Ÿ 6g, VV. dt ar NY ô 7 
ni 


en passant à la dernière égalité, nous avons appliqué les formules 
(18.7) et (18.8). Ecrivons définitivement 


dt 0% di êq, h: Êx 


(v=Î, 2; e 7 n , x = 1, 2, ao À) 


et portons cette expression dans (18.5), avec les expressions analogues 
pour le deuxième et le troisième terme de la somme dans les premiè- 


e g 1°, = 
dty Oty _ d. o(5s) __9 (524) 
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res rs de (18.5): 


; . £ FE » 4m Gt +20 


#=1 04 v—1 


- L12 
e e v ÿ } Q V 02% 


AS | 


| 
Se 


La . somme s'appelle force généralisée correspondant à la 
coordonnée généralisée g, (voir (17.11)): 


rt 
— OT 0Yvy 0zy _ 


La quantité 
{ ss : À 
Tes Sim(rtyi+a)= D > mu (18.9) 


v—=1 V—=i 


Il 


qui représente la somme des énergies cinétiques de tous les points 
du système, est appelée énergie cinétique (demi-force vive) du système 
de points matériels en mouvement absolu. 

Ainsi donc, à la suite des transformations entreprises, l'équation 
générale de la dynamique pour le système considéré s’écrira sous la 


forme 
R 
d OT OT 
D|H(E)-& eee asso 


Déduite par des transformations identiques à partir de l'équation 
générale de la dynamique (18.2), l’équation (18.10) est nécessaire 
et suffisante pour Île déplacement réel du système à tout instant t. 
Or, puisque les variations Ôq., Ôge, . .., Ôg, sont indépendantes 
{en vertu de l'indépendance des coordonnées g;, e, . . ., Qn), il res- 
sort de la condition (18.10) que 

s(4)-2# 

dt dax 04% 


= 0, Ge (2:.::0); (18.11) 


En effet, donnons au système un déplacement virtuel 
Ôg, 0, Ôge = 093 = ... —= gs = 0. 


Le déplacement réel se définira alors à l'instant donné, d’après 
{18.10), par l'équation 


LE (EL) 0 Jon 0 
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d’où il découle que l'égalité 


d y ÔT oT 
(HE 8 
g1 

est nécessaire. On démontre d’une façon analogue que les autres 
égalités (18.11) sont aussi nécessaires pour le déplacement réel du 
système à un instant t quelconque. Pour voir que les égalités (18.11) 
sont suffisantes pour le déplacement réel du système à tout instant, 
il suffit de porter les égalités (18.114) dans la condition (18.10). 

Nous avons terminé la déduction des équations différentielles 
du mouvement du système de points matériels en coordonnées géné- 
ralisées, dites équations de Lagrange. 


2.3. Equations de Lagrange dans un champ de forces dérivant 
d'un potentiel. Dans les applications, on a souvent affaire à des 
forces qui dérivent d'une fonction de forces (voir ch. XV, n° 3.3). 
Voyons ce que deviennent alors les équations de Lagrange. 

La fonction dérivable 


U=U (T1: Us 215 Los Yos 295 ee 3 Ans Un: Zi) 


est appelée fonction de forces si les projections des forces actives ap- 
pliquées aux points du système se laissent représenter sous la forme 


oU oU oÙ 


= — Z — 
0x, ? v D 7 


À, = (v = 1,2, Here 
On dit alors que le champ de forces dérive d'un potentiel. 

Supposons que la fonction de forces existe; on a alors pour la 
force généralisée (17.11), compte tenu de (18.4): 


n 
Q= D (A++) 
V=i 


n 
_ S ( oÙ CES AU  ôyy ôÙ ty | _ oÛ 
Ôty 0% OYy x OZy 0% m7? 


v=i 


(18.12) 


Les équations de Lagrange (18.11) s’écriront alors sous la forme 


d { ôT OT  aU .. 
A ou le nt (x=1,2,...,k) (18.11a) 


On appelle fonction de Lagrange (potentiel cinétique) L la somme 
de l'énergie cinétique et de la fonction de forces du système, écrite 
en termes de coordonnées généralisées et de vitesses : 


L=T+U. 
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Ici T = T (gs, gs + + ++ hr ir os - - + Qx) et U Sn U (q, as - 
..., gk) en vertu de (18.4). | 

Si l’on introduit la fonction de Lagrange, les équations de La- 
grange dans le champ de forces dérivant d’un potentiel deviendront 


d } ÔL OL __ = 
pr (5) — ER = 0 (x = 1, Le NES k), (18.11b) 


car On à de toute évidence OU/6q% = OD'(x = 1,2,...,k}, 


2.4, Conclusion. Le système d’équations différentielles (18.4) 
définissant le mouvement du système de points matériels par celui 
de chacun de ses points est d'ordre 67 et contient des réactions de 
liaison inconnues. Au contraire, les équations de Lagrange repré- 
sentent un système d'équations différentielles ordinaires (et non 
aux dérivées partielles !) d'ordre 24 = 6n — 2m et ne contiennent 
aucune réaction de liaison. Les équations de Lagrange sont similaires 
pour tous les systèmes de points matériels étudiés; elles existent 
pour toutes les coordonnées généralisées qui expriment les coordon- 
nées cartésiennes des points du système. 

Pour établir les équations de Lagrange (18.11), on doit connaître 
l'expression (18.9) de l'énergie cinétique 7 du système exprimée en 
termes de coordonnées généralisées et de vitesses, ainsi que les ex- 
pressions (17.11) des forces généralisées ©,, @, . . ., Q:. Or, le calcul 
des forces généralisées peut se faire non seulement d’après les for- 
mules (17.11) comme on l’a fait dans l'exemple 17.4, mais aussi en 
appliquant les formules (17.13) suivant les règles décrites dans ce 
même exemple. 

Les équations de Lagrange restent applicables même quand les 
liaisons ne vérifient pas les conditions b) et c) du n° 1.1: dans ce 
cas on supprime les liaisons indésirables en ajoutant les réactions 
introduites aux actions extérieures. 

Les équations de Lagrange peuvent s'appliquer aussi à un système 
libre de r points matériels: dans ce cas les coordonnées x,, y, Z1; 
Los Yos 293 + + + 3 Lns Unr Zn .d6S points du système sont des coordonnées 
généralisées, tandis que les projections X,, Y,, Z,; X,, Yo, Zos . 
3) À; Ynr Zn des forces actives appliquées à chaque point sont 
des forces généralisées. L'énergie cinétique du système s’écrit 


ñn 


1 : ” 2 
T = ù m,, (XV + y$ + 2i). 


v= 1 
Cherchons 
ôT ; oT ôT 
= Mal, My —— — M,,Z,, 
OX Oyy Zy 
ÔT ÔT oT 
6 HS, 
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Portons ces valeurs dans (18.11) 


d ; à ; d 
dt (MyTy) — X y dt (My) = Le pri (M y2zy) Fri Zy 
SL 2,150) 
et, en faisant [a dérivation, trouvons 


d?x dy d?z 
My ns — À y TE, ne = Ÿw HAT Te = Zv (v —1, 2: 6: n). 


Nous voyons que les équations de Lagrange pour un système libre 

se réduisent à 3n équations différentielles simultanées qui expriment 

la deuxième loi de Newton pour chacun des points du système. 
Exemple 18.2. Appliquant les équations de Lagrange, mettre en 


équations en coordonnées polaires le mouvement plan d’un point matériel 
libre de masse m soumis à une force F (fig. 18.3). 


Fig. 18.3 Fig. 18.4 


Solution. Comme coordonnées indépendantes du point A, nous 
adopterons ses coordonnées polaires: le rayon polaire r = OM et l’angle po- 
laire @. On a donc | 

dr 9 —= ®. 


L'expression du carré de la vitesse d'un point en coordonnées polaires a été 
citée dans le ch. XI, n° 1.3: 
uv — ri r2p?, 


L'énergie cinétique 7 du point M est égale à 


1 1 ° . 

T=— m?=— m (r3+ r2@?) 
2 2 

Pour calculer les forces généralisées Q;, — Q, et Q, = Q%, nous utiliserons les 

formules (18.4) qui représentent en l'occurrence les formules bien connues de 

passage des coordonnées polaires aux coordonnées cartésiennes : 


| x = rCoS, y == r Sin Q.. 
D'après (17.11) 


OX GE HV A cos PH sin pr, 


HT EL ERSERS À sin p+Yrcosq—rFo. 


OX 7 
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Ici F,, F, sont les projections de la force F sur la direction du rayon vecteur r 
et sur la direction perpendiculaire à celle-ci (le sens positif est celui des va- 
leurs croissantes de l’angle polaire). Les équations de Lagrange correspondant 
aux coordonnées polaires r et q@ se présenteront sous la forme 


PRE Rs Sn 


dt àr ôr dt 0® 0p 
On a 
ôT : oT T d ô1 
———=mr, Te = RTE 5, ——=mrp, ———0, 
or d 2 u 
Les équations de Lagrange s’écriront donc comme suit: 
dr ‘ dp 2 d . dp : 
m mr (SR) =, mr )erre. (48.13) 
Dans le cas particulier où F est La force d'attraction newtonienne 
___ mm 
= — Fr n 
on à 
Fi, F0, 


et la deuxième équation (18.13) devient 
Le (+) —0, 


‘at dt 
Cela nous donne une intégrale première dite 
cyclique: 
dp 
2 — 
| T at const, (18.14) 
Fig. 18.5 Le premier membre de cette identité est égal à 


24o/dt, où do est }’aire balayée par le rayon polai- 
re r — OM pendant le temps dt (fig. 18.4). L'intégrale première (18.14) 
peut donc s'écrire ainsi: 


dc 
2 PTS const. 


La dérivée do/di s'appelle vitesse aréolaire, et l'intégrale première (18.14), cons- 
tanie des aires. 

La formule (18.14) appliquée au mouvement des planètes autour du Soleil 
{voir l'exemple 15.3) représente la deuxième loi de Kepler: le rayon vecteur 
de la planète balaie des aires égales en des temps égaux. 

Exemple 18.3. Mettre en équations le mouvement d'un pendule de 
masse m fixé sur un ressort de poids nul qui se caractérise par une longueur ! 
à l’état non tendu et une raideur c (fig. 18.5). 

Solution. Le mouvement du pendule est contenu dans le plan per- 
pendiculaire à l’axe de l'articulation ©. La masse m, qui est affectée à un point 
animé de mouvement plan, possède deux degrés de liberté; comme coordonnées 
indépendantes q, g du point m, nous adopterons ses coordonnées polaires: 
le rayon polaire r — Om et l’angle polaire @. L'énergie cinétique 7 du point m 
(voir l’exemple précédent) est 


mp4, a Le re 
+ me em (rè er #qf). 
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= —_— — 


Les forces exercées sur le pendule sont le poids mg dirigé verticalement vers 
le bas et la force élastique du ressort c (r — !) qui est dirigée le long du rescort 
vers le point © si r > L et à partir du point © si r << 1. Nous calculerons les 
forces généralisées Q, = @, et @: — Qx à l'aide de la formule (17.13) en don- 
nant au pendule un déplacement virtuel ôr le long du ressort (fig. 18.5) et en 
calculant Le travail élémentaire ô,4 de toutes les forces actives en jeu: 


dA = Qyôr = —c (r — !) Ôr + mg ERcos y. 
Cela nous permet de trouver 


Q, = 4 — —t(r—l)+mg cos D, 


Nous donnerons ensuite au pendule un déplacement virtuel r Ô® perpendicu- 
laire au ressort (fig. 18.5) et nous caleulerons le travail 624 : 


024 = Qpôp = mer Ôp cos (+ À 2 + c (r—Ù) r Êp cos = —=—mpgr Sin p ôy. 


Nous trouvons ainsi 


OA : 
Qz—= D — — Mgr Sin Q. 
Les équations de Lagrange (18.11) s’écriront alors 
_ (nr) — mrp? = —Cc(r—1l)+mg cos op, 
d :  . 
° — (mr?) = — mer sin P: 


dt. 
# # d . Ü à ) « , . # “is 
Ayant dérivé n (mr) et en (mr?) et divisé la première équation par m et la 


seconde par mr =£ 0, on met les équations sous la forme 


: dir dp \2 c i 
ae! (5) — m (r l)+£g cos P, 

18.15} 

d°o dr dœ ; ( d 

Pom ar ar : FA 

Remarquons qu’en remplaçant le ressort par une barre absolument rigide 

sans poids {r = ! — const}, on obtient un pendule simple à un degré de liberté. 

II ne reste donc, pour le pendule simple, qu’une équation unique, la dernière 


équation de (18.15) 


. d?p 
APTE = -— ÿg Sin P 
qui s'écrit pourf les petites oscillations (sin o Æ ) sous la forme (16.18): 


Revenons au système de deux équations différentielles non linéaires du 
quatrième ordre (18.15). Sa solution générale ne s’exprime pas à l’aide de fonc- 
tions élémentaires ni de leurs quadratures. Or, le système admet une solution 
particulière (oscillations verticales de la masse suspendue à un ressort): 


+ £g. 


€ 


.e C 
p= O0, dnérrpnre 
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Cette dernière équation est une équation linéaire du deuxième ordre à coeffi- 
<ients constants. Elle admet une solution particulière 


r*— + st (as), 


ce qui permet de trouver la solution générale: 
r=a cos (ot+a)+1+ st (o=y €). 
Cette solution définit les oscillations verticales de la masse autour de la posi- 


tion d'équilibre inférieure du pendule suspendu au ressort (® = 0, r =r*), 
d'amplitude & et de phase initiale & définies par les conditions initiales, et 


de période t égale à 
VAL m 
T—=— —= 27 à 
© c 


Exercice 18.1. Un levier coudé 4OB est fixé en © dans une articu- 
lation qui lui permet de tourner dans le plan vertical autour de l'axe vertical 
Oy (fig. 18.6). L'angle AOB = 90°, les longueurs des branches sont OA = a, 


Exercices 


/. 
ss 


En 2 #7) 
D / 


Fig.T18.6 Fig. 18.7 


OB = b. Les points À et B des branches sont affectés de masselottes de poids 
égal P. Abstraction faite du poids du levier et du frottement dans l’articula- 
tion O, trouver la vitesse angulaire de rotation & pour laquelle la droite AB 
joignant les centres des masselottes sera horizontale. 
a? + bi 

VE 

Exercice 18.2. Deux fardeaux P, Q, tels que 2Q = P, sont suspen- 
dus à un système de deux poulies: mobile O et fixe ©, (fig. 18.7). Déterminer 
l'accélération w du fardeau Q sans tenir compte des masses des poulies. 

Indication. Le rapport des modules des accélérations des fardeaux 
Q et P est égal à 2. 

20 — P 


Réponse. w—2707p E£. 


Réponse. w?— 


CHAPITRE XIX 


THÉORÈMES GÉNÉRAUX DE LA DYNAMIQUE 
DU SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS *) 


Dans un problème de mécanique, la possibilité de ne pas chercher 
les réactions de liaison ou au moins de ne chercher que quelques 
réactions particulières revêt une importance considérable. Il n’est 
pas moins important de pouvoir éviter l'intégration des équations 
du mouvement sous quelque forme que ce soit, ainsi que de ne pas 
avoir à résoudre l'équation générale de la dynamique. Certaines con- 
clusions générales des équations du mouvement font l’objet des 
théorèmes généraux de la dynamique du système. Ces théorèmes, 
ainsi que les intégrales premières qu'on arrive à en déduire dans 
certains cas particuliers, facilitent grandement Ia résolution des 
problèmes en comparaison avec la méthode d'intégration directe 
des équations du mouvement. 

Quelles sont les méthodes de recherche des intégrales premières 
et de leur mise en œuvre pour la résolution des problèmes? Les clas- 
siques de la mécanique (Euler, Lagrange et autres) et les 
mécaniciens russes éminents (foukovski, Tchaplygui- 
ne, Tchétaïev et autres) ont opté pour l’analyse des dépla- 
cements virtuels du système et des intégrales premières dégagées 
en cours de cette analyse. 

N. Joukovski a pris pour base Îles trois théorèmes géné- 
raux de la dynamique du système de points, dont le premier est le 
théorème du mouvement du centre de masse du système (théorème 
de Ja variation de la quantité de mouvement du système). 

Soulignons que les liaisons imposées au système de points 
matériels sont censées vérifier les conditions a), 
b) et c) énoncées dans le ch. XVIII, n° 1.1. 

Les théorèmes des paragraphes 1 à 3 ci-après se rapportent au 
mouvement absolu du système, c’est-à-dire à son mouvement par 
rapport aux axes inertiels; les théorèmes du $ 4 se rapportent au 
mouvement relatif, 


*) Le lecteur trouvera dans l’ Annexe une démonstration simplifiée de ces 
théorèmes. 
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$ 1. Théorème de Ja variation de la quantité de mouvement 
totale du système, Théorème du mouvement 
du centre de masse du système 


1.1. Quantité de mouvement totale du système. Son expression en 
fonction de la masse du système et de la vitesse du centre de masse. 
Par masse d'un système de n points matériels doués de masses m, 
Mas +. Mn, On entend la quantité M égale à la somme des mas- 


ses des points: 
M = m +mMms + . + Ma. 


Le centre de masse du système de points matériels en coordonnées 
cartésiennes est un point € dont le rayon vecteur r 4 se définit par la 
formule 


) n 
FC= Tr D mr. (19.1) 


V—1 


où r, est le rayon vecteur d’un v-ième point du système, de coordon- 
nées Lys Vue 25 (V = 1,2, , .…, n). 
Les coordonnées ze, Ye, za Au centre de masse du système s’écri- 


ront donc 
ñn ñn 


n 
1 L 1 
Tc M > lys UT Sr > Frs 2C— y > My (19.2) 
v=i V= 1 v=1 


Si l’accélération de la pesanteur £ est la même pour tous les points 
‘lu système, on a 
P sl 
es de rt (v=1,2, ..) n}, 
si bien que le centre de masse du système se confond avec son centre 
de gravité (voir les formules (6.9) et (6.10)). 

On appelle résultante cinétique ou quantité de mouvement totale du 
système de points matériels un vecteur libre Q égal à la somme géo- 
métrique des quantités de mouvement de tous les points du système 
(fig. 19.1): 


Q=miu mnt... LMiDn = D, Myvye (19.3) 
v=1 


Son expression géométrique est le côté fermant le polygone des 
quantités de mouvements de tous les points du système (fig. 19.1). 


Lemme. La quantité de mouvement totale du système est égale 
à la quantité de mouvement du centre de masse du système, en suppo- 
sant toute la masse du système concentrée en ce point: 


Q = Move. (19.4) 


$ {] THÉORÈME DE LA QUANTITÉ DE MOUVEMENT TOTALE 355 


Démonstration. Transformons la formule (19.3) en 
faisant intervenir la formule A 


Q — >| M0 —= D My — ms = sn Mi y = _. (Mre) = Move. 
Le lemme est démontré. 


1.2. Théorème de la variation de la projection de la quantité 
de mouvement totale du système. Désignons comme précédemment 
par F, la résultante de toutes les forces actives connues appliquées 
à un v-ième point du système; ses projections sur les axes inertiels 
Ox, Oy, Oz s'écriront 


XYZ, (v=1,2,...,n). 


Théorème (sous forme différentielle). S’il 
existe parmi les déplacements virtuels du système une translation *}, 


” HAT M 

2 

M, Y, 
Ma D MzUs 
#, 
MU, 
MU 
Fig. 19.1 


la dérivée par rapport au temps de la projection de la quantité de mou- 
vement totale sur la direction de la translation est égale à la somme des 
projections de toutes les forces actives sur cette direction. 
Supposons que la translation a lieu suivant l’axe Oz; la proposi- 
tion énoncée s'écrit alors 
nr 


PL = D Xe (19.5) 


Démonstration. Supposons que les liaisons imposées au 
système permettent une translation virtuelle, par exemple suivant 
l'axe Oz: 


Ôx, — Ôa 0, Ôyy = 0zy = 0 (v=1, 2,...,n). 


La nature exacte du mouvement du système sera définie par l’équa- 
tion générale de la dynamique (18.2), qui se présente en l'occurrence 


*) Un mouvement dans lequel le système se déplace comme un solide, c'est- 
àä-dire en conservant la distance fixe entre ses deux points quelconques. 
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comme suit : 
n 


> (X,—m, Le) Êa — 0. 


v={ 
Divisons ses deux membres par Ôa, 


ñn ui 


de Dee D Xv 


vi v=i 


et appliquons la formule (19.3): nous retrouvons la formule (19.5), 


Le théorème est démontré. 

Remarque. Classons les forces actives connues 
appliquées à chaque point du système en forces extérieu- 
res et forces intérieures (voir ch. XIII, n° 1.1). 
Nous faisons abstraction de la nature des forces intérieures, considé- 
rant chacune d'elles comme une fonction de la distance, dirigée sui- 
vant la ligne joignant les points et obéissant à La troisième loi de 
Newton. Alors 


F,=FOLFO  (v=1,2,...,n), 


où F( et F(® sont respectivement Les résultantes des forces actives 
extérieures et intérieures sollicitant un v-ième point. Or, la somme 
géométrique des forces actives intérieures opérant au sein d’un sys- 
tème de points matériels est nulle en vertu de la troisième loi de 
Newton (ch. XIII, n° 1.1): 


rt 
D F$ —0 
D'ES | | 


Aussi la résultante générale R des forces actives appliquées au sys- 
tème est-elle égale à la résultante générale R(® des forces a ct i- 
ves extérieures: 


R=SF,—- > FOR. (19.6) 


Sa projection sur un axe quelconque, par exemple sur Ox, s'écrira 


donc comme suit: 
n ñn 


5 X,= 2 XS°—R°. (19.7) 
v={ v— 1 
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Coroillaire. Le théorème de la variation de la projection 
de la quantité de mouvement totale (19.5) peut s'écrire ainsi: 


dx _ pe (19.5a) 
dt 
Multipliant par dt et prenant l'intégrale entre 0 et t, on trouve 


t 


Qx(t)—04(0)= | RP dt. (19.8) 


() 


L'intégrale du second membre s'appelle impulsion (voir ch. XV, 
n° 1.1). 

Nous venons de démontrer le 

Théorème delavariation dela projection 
de la quantité de mouvement totale (sous 
forme intégrale). Si le système peut se déplacer en translation 
suivant un axe quelconque, l'accroissement de la projection de la quantité 
de mouvement totale du système sur cet axe est égal à l'impulsion de la 
projection de la résultante générale des forces actives extérieu- 
res sur le même axe pendant l'intervalle de temps donné. 


1.3. Théorème du mouvement du centre de masse du système. 
S'il y a parmi les déplacements virtuels du sysième une translation 
parallèle à l'axe Ox, le centre de masse se déplace dans cette direction 
comme un point de masse M — m, + mas + ... + Mn s’ilicilé 


par une force égale à la somme des composantes des forces 
actives extérieures dans la direction donnée: 


dv€ 
M—È= RE. (19.9) 


Démonstration. On a en vertu de la formule (19.4) 
9, = Mr, 


où v£ = dxcidt est la projection du centre de masse sur l'axe Oz. 
On déduit alors de (19.5) en tenant compte de (19.7): 
; n ee | 
+ (Mv5) = >. X{®), si bien que M PTS — RO, 
v=i 


Le théorème est démontré. 

Soulignons qu’on ne voit figurer dans aucun des trois théorèmes 
précédents (qui se réduisent d'ailleurs tous au premier théorème) 
ni les forces intérieures ni les réactions des liaisons 
parfaites (c’est le point le plus important). Du dernier théo- 
rème, il ressort que les forces intérieures ne peuvent pas affecter Île 
mouvement du centre de masse du système. 
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1.4. Intégrales premières. Par intégrale première du mouvement 
(d’un point ou d’un système de points matériels}, on entend une 
égalité qui établit la relation entre le temps, les coordonnées des 
points, les projections de leurs vitesses et quelques constantes arbi- 
traires et qui devient identité chaque fois que les valeurs des coor- 
données et des projections véritient les équations différentielles du 
mouvement pour toutes valeurs des constantes arbitraires. Ainsi 
donc, Îles théorèmes généraux de la dynamique nous fournissent 
des intégrales premières du mouvement toutes les fois qu'on arrive 
à calculer l'intégrale figurant dans le second membre de l’équation 
du théorème. 

llans le cas particulier où le second membre en question est 
identiquement nul, nous avons ce qu’on appelle une {oi de conserva- 
tion. La condition à laquelle le second membre s’annule est appelée 
condition de conservation. La première loi de conservation est la loi 
de conservation du vecteur vitesse du point matériel, dite première 
loi de Newton (voir ch. XIII, n° 14.3 et ch. XV, n° 1.3). 

Voyons dans quels cas les théorèmes démontrés ci-dessus condui- 
sent à des intégrales premières. Supposons que la somme des projec- 
tions des forces actives extérieures sur l’axe Ox soit identiquement 


nulle, 
an 


RS XV) =0. (19.10) 
v— | 
On tire alors de (19.9) 
dus C c 
he = 0, OU EL (4) = Vx (0) -: const. 
D'où 
FE = ve (0), ou ze (t)=v£ (0) #+ rc (0). (19.11) 


La formule (19.11) s'appelle intégrale de mouvement du centre de masse 
du système: si le système peut se déplacer en translation, à la façon 
d'un solide, le long d'un axe et la somme des projections des forces 
actives extérieures sur cet axe est identiquement nulle, la projection 
du centre de masse sur l'axe en question est animée d’un mouvement 
uniforme. 

L'intégrale de mouvement du centre de masse du système se 
laisse aussi définir autrement. Supposons que la condition (19.10) 
soit vérifiée. On a alors en vertu de (19.5) et de (19.7) 


LE 0, et Q,(6)= Q,(0) —const. (19.12) 


C'est la raison pour laquelle la condition (19.10) est quelquefois 
appelée condition de conservation de la projection de la quantité de 
mouvement totale du système sur un axe du repère inertiel. L'’inté- 
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grale première (19.12) est la loi de conservation de la projection de la 
quantité de mouvement totale du système sur l’axe Ox. 

Supposons que les liaisons imposées permettent des translations 
du système de points matériels suivant chacun des trois axes (c’est- 
à-dire eu direction quelconque) à la façon d’un solide. Il ressort alors 
des formules ( 19.9) 


duC du duC 
x __ m(e) Y _ pn(e) z __ p(e) 
M = Rx, Lrran =R;, PE h:" 
ou en notation vectorielle 
Me = R°. (19.13) 


Cette équation est la justification de la dynamique du point, étant 
donné qu'on ne rencontre dans la nature que des corps. La notion 
de point matériel est un être de raison physiquement justifié même 
quand le corps en question est non libre, auquel cas on applique l’axio- 
me des liaisons. | 

D'autre part, si pour un système libre de points matériels la ré- 
sultante générale des forces extérieures est égale à zéro, son centre 
de masse possède une vitesse constante en 


module et en direction : 4 
si À = 0, on a ve(t) = vec (0). (19.14) | ET 

| | | | 8 
La formule (19.14) traduit la loi de mou- £. 
vement par inertie du centre de CL | 
masse du système dans Je cas où R(°) = 0. ” CE 
Evo vertu de la formule (19.4), cette dernièe- AE: 
re identité est la condition de conservation AO UNE TO NE 


de la quantité de mouvement totale du sys- 
tème libre. 

Exemple 19.1. Une barre homogène 4B 
de longueur 2! est appuyée par son extrémité À sur un plan horizontal poli, 
formant avec ce plan un angle & à l'instant initial {c’est-à-dire quand la barre 
se trouve en repos). Déterminer la trajectoire suivie par le point Z (fig. 19.2). 

Solution. Parmi les déplacements virtuels de la barre, il y a une 


translation dans le plan vertical suivant l'axe Oz. Puisque D X® = 0 et 
que v€ (0j — 0, il vient en vertu de (19.11) | 


ze (t} = zc (0) = 06, 


Fig. 19.2 


ce qui veut dire que l’axe Oy passe par le centre de masse de la barre. A l'ins- 
tant { > 0 où la barre fait un angle ® << « avec le plan, son point # se définit 
par les coordonnées 
xz = LCosœ, y = 2l sin @. 
D'où 
x? y? 
e Ta 1; 
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autrement dit, le point B parcourt un arc d’ellipse de demi-axes ! et 2! (en 
trait interrompu sur la figure 19.2). 

Exemple 19.2. Le tube lance-torpilles monté à bord d'un navire 
le masse 7 qui avance par inertie, Îe moteur à l'arrêt, lance vers l'arrière 
un projectile de masse m avec une vitesse relative uw. Avant le tir. lenavireaune 
vitesse ©. Déterminer la vitesse du navire après le lancement en supposant 
que la résistance de l’eau est proportionnelle à la première puissance de la 
vitesse. 

Solution. La seule force extérieure agissant dans le sens de mouve- 
ment est la force de résistance de l’eau. Sans tenir compte de son influence 
pendant le lancement, nous avons d’après la loi de conservation de la projection 
de la quantité de mouvement (voir (19.12)) 


(M + m) vo = Mu + m (v — u). 
La vitesse du navire v, à l'instant postérieur au lancement sera 
m 
V4 = Vo +7 U. 
L'équation du mouvement du centre de masse du-navire après le départ 
du projectile s’écrira d’après (19.9) 
On obtient après intégration 


ve 
Ut 


… $ 2. Théorème du moment cinétique du système 


2.1. Définitions. Construisons pour chaque point du système les 
vecteurs quantités de mouvement mi, Malo, - : ., MnUn (Lig. 19.3). 


M MU, 
1 
Z mn a "4 
LA , 


Fig. 19.3 


Construisons les vecteurs moments des quantités de mouvement 
{moments cinétiques) k,, k., ..., k, (voir ch. XV, n° 2.1) par 
rapport à un centre fixe O: 


k, = Momom,v,) ={r.,m,v,l (v—1,2,...,n). 
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con 
LS 


On appelle moment cinétique du système de points matériels par 
rapport à un centre O et on note K, la somme géométrique des mo- 
ments cinétiques de tous les points du système par rapport à ce même 
centre : | | 


Ko=k,+k+...+k,— à (rs ms]. (19.15) 
V—= 


Le moment résultant des quantités de mouvement des points du 
système (moment cinétique du système) Ko, par rapport à un axe fixe 
Oz est la somme algébrique des moments cinétiques de tous les points 
du système par rapport à ce même axe: 


Ko, = >) momo,(m,v,). (19.16) 
V—=i 


Ici mom,,(m,v,) se calcule par la formule (15.5). 

Puisque la projection de la somme géométrique des vecteurs sur 
un axe est égale à la somme algébrique des projections (voir (1.5)}, 
on a aussi en vertu de (15.6) 


Koz = projoz-Ko- (19.17} 
Nous utiliserons la formule (19.17) pour établir l'expression ana- 


lytique du moment cinétique du système par rapport à un axe. D'’a- 
près Ja formule du produit vectoriel (4.16) on a 


: : i ] k 
Ko . > [Tv myU,] = >, a Ÿv #v 
v=-1 . LR m dTy dyv d£y 
Ÿ dt V dt v dt | 


et l’on peut écrire d’après (1.17) 


Koz= D} My (2 a — y ke (19.18) 


v=1 

2.2. Théorème du moment cinétique du système par rapportàunaxe 

fixe. Si les déplacements virtuels du système admettent sa rotation à 

la façon d'un solide autour de l’axe fixe Oz du repère inertiel, la dérivée 

du moment cinétique du système par rapport à l'axe Oz est égale au mo- 

ment résultant des forces actives extérieures par rapport 
à ce même axe: 

Ko (e) 

Ro = pie. (19.19) 

Démonstration. Par analogie à la formule connue (8.17} 

de la vitesse d’uu point du solide mobile en rotation autour d’un 
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axe fixe, on a 


ù J k 
Ôr, —[ôpk,r,]— 0 O0 ôpi——-y.ôpitzr,ôpr (v—1,2,...,n1), 
Ty Yv Zx 


où Ôv est une rotation infinitésimale du système autour de l’axe Oz. 
On en déduit les variations des coordonnées dans le déplacement vir- 
tuel considéré : 


Ôxy = — y,0p, Ôyy = 2,0p, 024 = 0 (v—1,2,...,n). 


Le mouvement du système se définit par l'équation générale de la 
dynamique (18.2), qui se présente en l'occurrence comme suit: 


LO 


D'—(xe-m, 2) + (rm, Ce) 2, | 8p —0. 


v=1 


Divisons-la par Ôœ et mettons le résultat obtenu sous la forme 


n 
d°y d?x, 
Dm (as em Ge) = D (Yi x). 


v=1Î Vv= 1 


"Fransformons le premier membre à l’aide des identités 


d …_ dy dty \ _ d_ y dty dUvy 
5% a va ]=2 ET de a 
d?x duy dx d°y dry 
SE SC on | 


Après cette transformation, l'équation générale de la dynamique 
devient 
d - d d _ 
y Ta: . 
73 > my (x, TS — y x) = > (ZyY 0 — Yu À y} 
v—=1 v=i 


Le second membre est le moment résultant par rapport à l’axe Oz 

des forces actives agissant sur le système (voir la formule (5.17)), 

et le premier membre, la dérivée dK,,,/dt (voir (19.18)). La dernière 
égalité signifie donc que 

dK Oz 

dt 


= Mo. 


Les forces actives connues étant classées en extérieures et intérieures, 
On à 
(e) (i) 
Mo: = Mo: + Mo.. 
Dans cette expression M et M sont les moments résultants 
par rapport à l’axe Oz des forces actives extérieures et intérieures. 
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Les forces intérieures agissant au sein du système se font équilibre 
deux à deux (voir figure 13.4), c'est pourquoi non seulement leur 
résultante générale mais aussi leur moment résultant par rapport 


à un axe quelconque est nul, MY) — 0, si bien que 
Mo: = M$). 


Le théorème est démontré. 

Soulignons que dans ce théorème comme dans les précédents, 
onnevoitfigurer aucune réaction de liaison par- 
faite. 


2.3. Intégrales premières. Voyons dans quelles conditions le 
théorème démontré ci-dessus peut fournir des intégrales premières. 
Supposons que le moment résultant des forces actives extérieures 
par rapport à un axe fixe Oz soit identiquement nul, 


MS = 0. (19.20) 
Il suit alors de (19.19) que 
0 0, et Æoz(t)= Ko: (0). (19.21) 


La formule (19.21) traduit la loi de conservation du moment cinéti- 
que du système par rapport à un axe Üz,; c'est l'intégrale des aires 
pour le plan Oxy. L'identité (19.20) est la condition de conservation 
du moment cinétique du système par rapport à un axe fixe. 
Supposons que les liaisons imposées admettent une rotation du 
système de points matériels à la façon d’un solide par rapport aux 
trois axes fixes (ou inertiels) Ox, Oy, Oz: ce cas se présente par 
exemple quand le système est libre ou forme un corps solide ayant 
un point fixe (ch. V, n° 34.3). On a alors en vertu de la formule (19.19) 


dE ox le adK dK 
TE Mo, = Mb, —Ez=Mé. (19.22) 


Ces trois équations scalaires se laissent réduire à une seule équation 
vectorielle 
dKo 


= MS. (19.22a) 


Ici X, est le moment cinétique du système par rapport au centre 
tixe © (formule (19.15)), et M5’ est le vecteur moment résultant des 
forces actives extérieures par rapport au même centre. 

Si, pour les liaisons indiquées, le vecteur moment résultant des 
forces extérieures est identiquement nul, le moment cinétique du 
système est constant en module et en direction: 


si M$ =0, on a K,(t) =Ko (0). (19.23) 
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La formule (19.23) traduit la loi de conservation du moment ciné- 
tique du système par rapport au centre O. L'identité MS? = 0 est 
la condition de conservation du moment cinétique du système par 
rapport à un point fixe. 

Nous omettons de donner un exemple illustrant ce paragraphe, 
car on trouvera dans le $ 2 du chapitre XXI une application du pré- 
sent paragraphe à la dynamique du solide. 


$ 3. Théorème de la variation 
de l'énergie cinétique du système 


Ce théorème n'est pas lié à un certain type de déplacement virtuel 
du système de points matériels comme c'était le cas dans les para- 
graphes À et 2, mais à une certaine propriété de ce déplacement. 
Supposons que tous les déplacements réels figurent parmi les dépla- 
cements virtuels. Cela revient à dire que chaque déplacement réel 
du système se confond avec un déplacement virtuel de ce dernier. 
Ce cas se présente quand les liaisons imposées au système ne dépen- 
dent pas explicitement du temps; on dit alors que les liaisons sont 
scléronomes ou stationnaires (voir ch. XVII, 
n° 4.1). 

Rappelons la définition énoncée dans le n° 2.2 du chapitre XVIII. 
La quantité 


(19.24) 


qui représente la somme des énergies cinétiques de tous Îles points 
du système, porte le nom d'énergie cinétique (demi-force vive) du 
système en mouvement absolu. 


3.1. Théorème de la variation de l’énergie cinétique du système sous 
forme différentielle. Si Les liaisons imposées au système sont géo- 
métriques, bilatérales, parfaites et stationnaires, la difjéren- 
tielle de l'énergie cinétique du système est égale à la somme des travaux 
élémentaires de loutes les forces actives connues (tant extérieures 
gu'intérieures) dans un déplacement réel du système: 


dT= D (X, dr, +Y, dy, +2,42). (19.25) 
V=i 


Démonstration. Quand les liaisons sont stationnaires, 
le déplacement réel du système se confond avec un déplacement 
virtuel, en sorte que 


dry =0Tt., dui—= Odyys di, = 02, NW ht 2,24 n): 
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et l'équation générale de la dynamique (18.2) peut s’écrire ainsi: 
nn | ee d 
de Yv : 
Da [(X,-m, 2) dty + (7, —m, 25) dyv + 
v=l 


d?z | 
+ (Z,—m, T-) dz, | = (. 
Mettons cette équation sous la forme 


n 
dx, dry Œyy div , dry dzy 
& » my | dt? dt : dt dt Ü af dt ) = 
v=i 


= S'(X, dr, + Yy dyy+ 2 das). 


v=i 
Etant donné qu'on a 


ae Se ar LE(S) ef (Ten 


et que les mêmes égalités sont valables pour les deux autres termes 
du premier membre, on obtient 


Li) 


23 Em (+ Ce) + (4 NT 


— > (X, dr, +Y, dYy + Lx Az). 


v=1 


Le premier membre est la différentielle de l’énergie cinétique du 
système (voir (19.24)). Le théorème est démontré. 
Divisons l’égalité (19.25) par dt; il vient 


ENS (XIE Y + Zi). (19.26) 


v=1 


La dérivée par rapport au temps de l'énergie cinétique d’un système 
de points matériels est égale à la puissance V de toutes les forces 
actives connues (tant extérieures qu'intérieures) appliquées au sys- 
tème. 

Classons les forces actives connues appliquées à un v-ième point 
en forces extérieures F£® et forces intérieures FŸ et écrivons pour 
les projections de ces forces: 


Xy= AV HAS, Ve VV +Y0, Zi ZN +29 (v=1,2,...,n). 


366 THÉORÈMES GÉNÉRAUX DE LA DYNAMIQUE DU SYSTÈME [CH. MA 
Le théorème qu'on vient de démontrer s’écrira ainsi: 
n 
(4 e (4 
aT — 2 (XŸ? az. + YŸ ay, + 29? dz,) + 
V= 


+ 2: (X® Az, + YŸ dy, + Z$/d2,). 
\'— 

3.2. Théorème de la variation de l'énergie cinétique du système 
sous forme intégrale (finie). Intégrant l'égalité différentielle (19.25), 


on obtient 
TT, = AO + 4. (19.27) 


L'accroissement de l'énergie cinétique est égal à la somme des travaux 
de toutes les forces actives données appliquées au système. Ici 
les intégrales curvilignes 


T n 
APE TS (XP de, + YŸ dy, + 28 d2s), 
Fo V=1 
T On 
APE TS (XP de, + YŸ dy + Z$ du) 
To V= 1 


expriment respectivement le travail des forces actives extérieures 
ct des forces actives intérieures pour le déplacement du système 
à partir de la configuration initiale l', jusqu'à la configuration 
finale [, 

Cherchons par exemple le travail produit par le 
poids dans le déplacement du système de points matériels. Les 
projections des poids des points s’écrivent 


x — Y$=0, AGE — mMmy$s, 
d’où 
AO LS (XO ax, + Y dy, + 29 di) = — gd > m2. 
V v 


Or, la somme Sm,z, est égale, en vertu de la troisième formu- 
le (19.2), à Wzc, où A est la masse et ze la cote du centre de masse 
du système. On a donc 

dA® = —Mg dzc; 


après l'intégration, on verra que le travail effectué pour le déplace- 
ment du système de points matériels dans le champ de la pesanteur 


est égal à 
AO = —Mglzc — zc (0), (19.28) 


c’est-à-dire au produit du poids du système par la valeur de l’abais- 
sement du centre de masse. 


$ 3] THÉORÈME DE L'ÉNERGIE CINÉTIQUE DU SYSTÈME 267 


Dans l’énoncé final des théorèmes de la dynamique du système 
considérés dans les paragraphes 4 et 2, il n’était question ni des 
réactions des liaisons parfaites, ni des forces intérieures. Au con- 
traire. si le théorème de la variation de l’énergie cinétique ne tient. 
pas compte comme précédemment des réactions des liaisons pariaites, 
le travail des forces intérieures y figure généralement, 


3.3. Remarque sur le travail des forces intérieures. On peut 
indiquer les cas où les forces intérieures ne figurent pas dans le 
théorème de la variation de 
l'énergie cinétique du système. 


Lemme. Le travail des for- 
ces intérieures est nul dans tout 
déplacement réel du système inva- 
riable de points matériels (c'est- 
à-dire d’un système où la distan- 
ce entre deux points quelconques 
est conservée pendant toute Îa 
durée du mouvement). 


Démonstration. Une 
force intérieure, qui est une force 
d'interaction entre les points du 
système. ne dépend que de la dis- 
tance entre les points, est dirigée suivant la droite joignant les points 
en question et obéit à la loi de Newton. Supposons que deux points 
my, M, du système (fig. 19.4) effectuent des déplacements élémen- 
taires dr, et dr,, le travail élémentaire des forces d'interaction 
entre ces points est alors égal à 


Fu dry) + (uv, dry) = (Foy dry — dry) = 
(Fyn d (ry =. ru)) RE: (Fu driv)- 


Ici riy — Fr, — r, est le vecteur joignant les points m, et m,. 
Puisque F,, = f(ru) et que les vecteurs F4 et r,, sont colinéaires, 
on a {voir fig. 19.4) 


Fig. 19.4 


Pad 


Es dr uv) = (Tuv)] dr cos (Fur À us) = + 1 (iv) druv 


Le travail des forces intérieures du système de points matériels 
s'écrira ainsi: 


. (Ed dr,) É” 21. CAT dry) +(Fuv Cle À. Fan) dTyve 
(v ser (Y >) 

Dans le système de points invariable on ja dr,, = 0 (v, n — 

— 1, 2, ..., n) pour tous les points (à la différence de la figu- 
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re 19.4), si bien que 
AV = DS (F9, dry) =0. 
v—1 


Le lemme est démontré. 

Puisque tout solide peut être considéré comme un système méca- 
nique invariable, le travail des forces intérieures dans le déplacement 
du solide est nul comme précédemment. Dans ces cas précis, 
le théorème de la variation de l'énergie cinétique s'écrira sous formr 
différentielle, soit comme 


n 
aT = D (XP ax, + Y® au, + Z® dz,), (19.25a) 
Vv=1 
soit comme 
NO ES (XP + Yo + ZPo)). (19.26) 
L'ES 


Les scconds membres des formules (19.25a) et (19.26a) sont respecti- 
vementL le travail élémentaire dans un déplacement réel et la puis- 
sance de toutes les forces actives extérieures connues. 

La formule (19.27) prend la forme 


TU On 
TT =A0— | D'(XS d7,+Y dy, + ZPaz,). (19.27a) 
T9 A 1 


L'accroissement de l'énergie cinétique du corps solide (ou du système 
énvariable de points matériels) est égal au travail de toutes les forces 
actives extérieures connues 
appliquées au corps (au système) sur.le 
chemin considéré. Nous reviendrons à 
la formule (19.27a) dans le chapitre 
XXI, n°5 2.4 et 2.5. | 


Exemple 19.3. Deux fardeaux p;, 

P, sont suspendus aux extrémités d'un fil 
tlexible inextensible passé autour d'une 
poulie À de dimensions négligeables (fig. 
19.5). Le fardeau p, est guidé par une 
barre verticale polie CD. Trouver Ja rela- 
tion entre la vitesse v, du fardeau p, et la 
valeur de son abaissement z,, sachant qu'à 
l'instant initial ? — 0 de sa descente sans vi- 
Fig. 19.5 tesse initiale le fardeau se trouvait à la 

hauteur de l’axe de la poulie. 

Solution. Supposons que le fardeau p, s’est abaissé de zx, et le far- 
deau p, a remonté de x.. Les liaisons étant parfaites et stationnaires, on est 
en droit d'appliquer le théorème de la variation de l’énergie cinétique du système 
dans le déplacement considéré. D'après la formule (19.24), l'énergie cinétique 
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à l'instant t est égale à 


tandis que Ty — 0. Le travail des forces actives extérieures (les poids de p, et p3) 
est défini par la formule (19.28): 


A = pin — Patge 
Abstraction faite du travail des forces intérieures du système (le système n'est 
pas invariable |}, on a d’après la formule (19.27) 
1 {Pa 2, Ps ,2 
2 (2 Va Le và) — Pit — PDelge (1) 
Le fil étant inextensible, il ressort des rapports géométriques évidents que 
t=l—a-V tata, 
Dérivant cette équation de liaison, on obtient 
dts T1. AT 
Vaita dt° 
Or, v, = dzr,/dt et v, — dra/dt, si bien que 
T1 
Vo = ———©@ UV; 
Ÿ ya+ai 


ORNE les expressions trouvées de x, et v. dans (1), on obtient après simpli- 
ication 


2 — 2 1 2) Pari — Ps (Vai+ai— a) 
É AE Pi (ei + 2?) + pot 
3.4. Intégrale des forces vives. Rappelons la définition énoncée 
dans le chapitre XVIII, n° 2.3. Si les forces actives admettent une 
fonction 


U (X1: U1: Z1 » Lo) Ua; 293 . 5 Ln Un» Zn) 
vérifiant les conditions 
Cu __ ôU 
Ôxy 3 Vo Oÿv ; 


on dit que les forces dérivent d’une fonction de forces ÜU ou que les 
forces sont conservatives *). 
La fonction de signe opposé 


= —ÙU 


s'appelle énergie potentielle du système de points matériels. Ces deux 
fonctions se définissent à une constante additive près. L'identité 


eU 


Au — se 
" 02y 


Mat 2 1125 A), 


= 


_———_— 


*) Un tel système de points matériels est souvent appelé lui-même système 
conservatif. 


24—01146 
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(19.25) devient alors 
72 
oÙ . OU oÙ _ 
aT — >; (= dut dy + div) — aU, 
V= ! 


où dU est la différentielle de la fonction de forces dans le mouve- 
ment réel. On trouve ensuite par intégration 


T-=QU+h (h = T, — U, = const). (19.27b} 


Cette intégrale première des équations du mouvement du système 
de points matériels s'appelle intégrale des forces vives. La quantité 
h—T—U —T + V représente l'énergie mécanique totale du 
système. 

L'intégrale des forces vives existe chaque fois que les déplace- 
ments réels figurent parmi les déplacements virtuels (voir le début 
du $ 3) et que les forces actives dérivent d’une fonction de forces 
indépendante du temps. 

L'existence de l’intégrale des forces vives signifie que l'énergie 
mécanique totale T + V reste inchangée pendant toute la durée du 
mouvement; on l’appelle d’ailleurs parfois intégrale de l'énergie. 

Nous ferons intervenir l'intégrale des forces vives en démontrant 
le théorème de Lagrange sur la stabilité de l’équilibre (ch. XX, 
n° 2.2). 

3.9. Remarques sur les applications des théorèmes généraux de la 
dynamique du système de points matériels. Dans les théorèmes des 
paragraphes 1 et 2 et dans le théorème de ce paragraphe énoncé pour 
e système de points invariable, il s'agissait des forces actives 
extérieures connues: on voulait souligner par là que les 
formules ne contenaient ni forces intérieures ni réactions de liaison 
(forces extérieures passives non connues). En outre, dans la mécani- 
que du système, nous n’examinions que des liaisons par- 
faites, c'est-à-dire sans frottement. 

1. Ajoutons cependant qu'on peut aussi déterminer les réac- 
tions de liaison à l’aide des théorèmes généraux de la 
dynamique: à cet effet, il suffit de supprimer les liaisons imposées 
au système, partiellement ou totalement, selon qu'on demande 
de savoir une partie ou toutes les liaisons. Supprimant les ou des 
liaisons, on doit ajouter les réactions des liaisons 
supprimées aux forces actives extérieures, après 
quoi on peut appliquer les théorèmes généraux de la dynamique du 
système et profiter des intégrales premières ainsi obtenues. On peut 
analyser de cette façon, en particulier, des liaisons élémentaires 
avec frottement, ajoutant les forces de frottement de glissement, 
obtenues après la suppression des liaisons correspondantes, aux 
forces extérieures connues (voir ci-après les exemples 21.1 et 21.4 
dans le chapitre XXI). 
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2. Les théorèmes généraux de la dynamique restent applicables 
même si les liaisons imposés ne vérifient pas 
toutes les conditions a), b), c) énoncées dans le n° 1.1 du 
chapitre XVIII; tel est par exemple le cas des liaisons avec frotte- 
ment. En pareils cas on supprime ces liaisons et l’on ajoute les 
réactions correspondantes aux forces actives ex- 
térieures connues. 

9. Tous les théorèmes généraux de la dynamique du système de 
points matériels restent en vigueur aussi pour un système libre de 
toute liaison, à condition que les réactions correspondantes soient. 
ajoutées aux forces actives extérieures: on peut alors retirer Îles: 
conditions d'existence des déplacements virtuels correspondants 


(voir $$ 1 et 2), car un système libre admet tous les déplacements 
virtuels indiqués. 


$ 4. Théorèmes généraux du mouvement du système 
de points matériels par rapport à son centre de masse 


4,1: Moment cinétique et énergie einétique du système dans les 
axes de Kônig *). Considérons, en plus du repère inertiel Ozxyz 
un système de coordonnées 
Cx'y’z' dont l’origine se situe 2° 
au centre de masse € du sys- Z 
tème et Îles axes sont p a- | 
rallèles aux axes fixes 
Ox, Oy, Oz (axes de Kôünig, 
fig. 19.6). Ainsi donc, le triè- 
dre Cx'y’z est animé d’un 
mouvement de translation (en 
général non rectiligne et non 
uniforme). Le mouvement du 
système de points matériels 
par rapport au référentiel Z | 
Cz'y'z' s'appelle mouvement Fig. 19.6 
par rapport au centre de mas- 
se. Soit un point M, de masse m, ; désignons ses coordonnées 
dans Oxyz par «,, y,, 2, et dans Cryr par z%, Yvy, 43 ON à alors 


Ty = Lc + Tv Yy = Yc + Yv 2 = Ze + % 
(w—1,2, ...n). (49.29) 


Les coordonnées du centre de masse € dans Oxyz sont (voir (6.9), 
(49.2) 


M > LT ANT Ve = 7 > FyYy; 
20 = 7 DM (M Dim), 


*) Samuel Kônig, mécanicien allemand (1742-1757). 


Ty f 
M, vrT 2) 
Liv Z 


EX, V2) 


y" 


Le 


22% 
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où la sommation se fait, comme partout dans la suite, sur tous les 
points du système. Quant au système Czx'y’z", les coordonnées du 
centre de masse € y sont évidemment nulles, ce qui nous conduit 


aux égalités 
mon = Dimoyys = Dimyzs = 0. (14.30) 


Calculons le moment cinétique du système de points matériels 
par rapport à un axe fixe, par exemple à Oz. On a d’après les formu- 
les (19.18) et (19.29) 


Ko: = > m, (rc + 2%) (Ye + Yv) — (Ye + UM (ze +tv)]= 
= my, (xs — YyvEv) + (cc — Yctc) > My + 
+Xc >» m,ÿ9 + Ye > M yTv — Yc > MT — Te > My: 


(Les points désignent les dérivées par rapport au temps.) La deuxième 
somme est égale au moment de la quantité de mouvement Q — Mvs 
du système (voir (19.4)) par rapport à l’axe Oz. Les quatre dernières 
sommes restent nulles pendant toute la durée du mouvement: 
on s’en assure après avoir dérivé les identités (19.30). Nous venons 
d'établir la première formule de Kônig: 


’ d dx ’ . 
Kor=Ktr + M (rc eye 5e) = K6y+momoMvc, (19.31) 


* 


ou 
/ / ‘dyv ’ dt 


Le moment cinétique K,, du système de points matériels par rapport 
à un axe fixe Oz est égal à la somme du moment cinétique du systè- 
me Ke, par rapport à l'axe mobile Cz' parallèle à Oz et passant par 
le centre de masse C et du moment par rapport à l’axe fixe Oz de la 
quantité de mouvement totale du système, appliqué au centre de masse. 
Autrement dit, le moment cinétique du système de points matériels 
dans son mouvement absolu est égal au moment cinétique de celui-ci 
dans les axes de Kônig augmenté du moment de la quantité de 
mouvement du centre de masse du système dans son mouvement 
absolu (la masse du centre de masse étant égale à la masse du systè- 
me). 

Calculons à présent l'énergie cinétique du système de points 
matériels. D'après la formule (19.24) et les formules (19.29) 


TL Smsl(éo+ A) Go + Ge +2) l= 
= Si me ++) + (ré +28) Dm, + 


7 > MyTs + Yo D mYS + Zc 2 mx. 
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La deuxième somme est égale à l'énergie cinétique du centre de 
masse du système, à condition que ce centre contienne toute la 
masse du système. Les trois dernières sommes restent nulles pendant 
toute la durée du mouvement, en vertu des identités (19.30). Nous 
venons d'établir la deuxième formule de Kônizg: 


T=Té+Mvë (19.33) 


dev dyv 2 dix |? 

re-rDm((e)+(&)+()]) (939 
L'énergie cinétique T du système de points matériels dans son mou- 
vement absolu est égale à la somme de son énergie cinétique T& 
dans son mouvement rapporté aux axes de Künig et de l’énergie 
cinétique du centre de masse du système dans le mouvement absolu (la 
masse du centre de masse étant supposée égale à celle du système de 
points matériels). 

4.2. Théorème de Resal *) sur la variation du moment cinétique du 
système dans son mouvement relatif (par rapport au centre de masse du 
système). Supposons que les liaisons imposées au système de points 
matériels sont géométriques, bilatérales, parfaites et permettent en 
particulier les déplacements virtuels suivants: 

a) translation du système, à la facon d'un corps solide, dans les 
directions des axes Ox et Oy; : 

b) rotation du système, à la façon d’un corps solide, autour de l'axe 
jire Oz. 

La dérivée par rappori au temps du moment cinétique KG, .du 
système par rapport à l'axe de Kôünig Cz' est égale alors au moment ré- 
sultant par rapport à cet axe des forces actives extérieures: 


dans laquelle 


ñn 
aK« 
= Mes = », mom; FY. (19.35) 
v=1 
Démonstration. La condition a) du théorème donne lieu 
au théorème du mouvement du centre de masse du système (voir 


(19.9)) : 


7 a e e 
= D Xv M = D Ÿv. (19.36) 


La condition b) donne lieu au théorème du moment cinétique du 
système par rapport à l’axe fixe Oz (voir (19.19) et (5.17)): 


dK e e e 
= M M$) — = D ETS mA). 


Portons dans le premier membre les expressions tirées des formu- 
les (19.31) et (19.32) et faisons la dérivation, puis substituons dans 


*) Henri Resal, ingénieur et mathématicien français (1828-1896). 
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le second membre les valeurs des coordonnées tirées de (19.29): 


= DS AS) +ac D'YV Ye DAY. 


Les deux derniers termes du premier et du second membre sont 
égaux deux à deux en vertu de (19.36) ; on obtient en les supprimant 


ee _ = (x 2!Y® — Xe). 


Le second membre est précisément A7, le moment résultant des 


forces actives extérieures par rapport à l’axe de Kônig Cz'. Le 
théorème est démontré. 


4,3. Théorème de la variation de l'énergie cinétique du système 
dans son mouvement relatif (par rapport au centre de masse du 
système) (Kônig). Si Les liaisons imposées au système a) sont 
géométriques, bilatérales, parfaites et stationnaires (ne 
dépendent pas explicitement du temps); 

b) permettent, parmi les déplacements virtuels du système de points 
matériels, des translations en direction quelconque, en particulier 
dans les directions des axes Ox, Oy et Oz, la différentielle de l'énergie 
cinétique Te dans le mouvement rapporté aux axes de Kônig est égale 
à la somme des travaux élémentaires de toutes Les forces actives connues 


{tant extérieures qu'intérieures) dans le déplacement relatif réel du 
système : 


dTe= D» (X, das + Y, dys +Z, dax). (19.37) 
v={ 


Démonstration. La condition b) donne lieu au théorème 
du mouvement du centre de masse du système (voir (19.9) et (19.15)): 


dx y de 
mme DAn More DYn M2 Zv (19.38) 


La condition a) donne lieu au théorème de la variation de l'énergie 
cinétique dans le mouvement absolu {voir (19.25)): 


AT = SX dry + V'idyy + Z,d24). 


Portons dans le premier membre les expressions tirées des formu- 
les (19.33), (19.34) et dans le second membre les valeurs des coordon- 
nées tirées de (19.29): 


aTe-+ M ÉE dec + M TE dyc + ME die = 


— D (X, das + Y, dyv +2, dzx) + dxc > X, + dyc > Y,+dzc > Lys 
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Les trois derniers termes dans le premier et le second membre sont 
égaux deux à deux en vertu de (19.38) ; en les supprimant, on retrou- 
ve (19.37). Le théorème est démontré. 

On peut donc, en imposant certaines conditions aux liaisons, 
appliquer les théorèmes des paragraphes 1 et 2 au cas de mouve- 
ment du système de points matériels par rapport à son centre de 
masse. Nous verrons des applications de ces théorèmes dans la 
dynamique du solide (ch. XXI, $ 3). 


Exercices 


Exercice 19.1. Le chariot d'une grue roulante se déplace avec la 
vitesse v par rapport à la grue (fig. 19.7). Le poids de la grue est P, le poids 
du chariot Q. Abstraction faite de toutes les forces de résistance, quelle sera 
la vitesse de recul & de la grue ? 


Réponse.u po. 
Exercice 19.2. Deux fardeaux À, B de masses m,, m, sont reliés 
par un fil inextensible passé autour d'une poulie D (fig. 19.8). Le fardeau B 


f et 


glisse vers le bas sur la face latérale d’un prisme triangulaire de masse m, mettant 
en mouvement le fardeau À. Quel est l'espace parcouru par le prisme sur 
le plan horizontal poli quand le fardeau B s'abaïsse d'une longueur ! ? On ne 
tient pas compte des masses de la poulie et du fil. A l'instant initial le système 
est en repos. | 

Réponse. s — — PL cos a. 

1 2 

Exercice 19.3. Un homme de masse m, se met à marcher sur la plate- 
forme d’un wagonnet avec une vitesse relative constante vw, (fig. 19.9). A l'instant 
initial le wagonnet de masse m, se trouve en repos. Chercher les vitesses absolues 
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du wagonnet v, et de l’homme v,. Le wagonnet roule sur une voie horizontale. 
On ne tient pas compte du frottement entre les rails et les roues, 
Ré _ 121 D + Ma 
éponse D — mi me 0 2 mn, 

Exercice 19.4 Deux points matériels À et B de même masse m sont 
fixés sur une barre rigide sans poids, de longueur 24. Le point À est fixé au 
milieu, et le point B à l'extrémité de la barre (fig. 19.10). L'autre extrémité de 
la barre est articulée en O. À l'instant initial la barre est écartée de 60° par 
rapport à la verticale et abandonnée sans vitesse initiale. On demande la vitesse 
angulaire & avec laquelle la barre franchira sa position d’équilibre stable, 


£ 
a 


Réponse. Lol=}/ À rad/s. 


CHAPITRE XX 


PRINCIPE DE D’ALEMBERT. 
STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE ET PETITES OSCILLATIONS 


Avant d'aborder la dynamique du solide, nous allons traiter 
deux questions séparées qui se rapportent toutes les deux au système 
de points matériels. 


$ 1. Principe de d’Alembert 


1.1. Principe de d’Alembert *) pour le point matériel. Considérons 
de nouveau le mouvement du point matériel gêné (ch. XVI, $ 1). 
Il est sollicité par la résultante des forces actives connues F et la 
résultante des réactions de liaison (forces passives) N (fig. 20.1). 
La résultante de ces deux forces 


R—=F+N, 


en vertu de la deuxième loi de Newton, communique au point 
un mouvement avec une accélération & dirigée suivant la ligne 
d'action de R, et ceci en sorte que 


R — mw 
ou 
F+N+(—muw) = 0. (20.1) 


Le terme (—mw) a la dimension d’une force. 

On appelle force d'inertie 1 du point maté- 
riel un vecteur fictif (—mw) appliqué au | 
point mobile, ayant pour module le produit Fig. 20.1 
de la masse du point par son accélération 


« 


et dirigé à l'opposé du vecteur accélération du point: 
I — — mu. (20.2} 


Il convient de souligner que la force d'inertie 7, représentée par 
un vecteur qui n'est pas réellement appliqué au point, est une force 
fictive. Pour l’observateur fixe, il n'existe aucune force en 
dehors des actions des corps matériels, qui sont toutes prises en 


.*)Jean Le Rond d'Alembert, philosophe, mathématicien et 
mécanicien français (1717-1783). | 
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compte par la somme des vecteurs F + N dans l'équation (20.1). 
L'appellation « force d'inertie » est en l’occurrence une pure con- 
vention. Îl en est tout autrement des forces d'inertie qui provien- 
nent de l'accélération d'entraînement et de l'accélération complé- 
mentaire (ch. XVI, n° 2.1): ce sont des forces réelles, qui se laissent 
mesurer en comparant les lectures du dynamomètre en systèmes de 
référence fixes et mobiles. 
Nous énoncerons maintenant le 


Principe de dAlembert pourle point ma- 
tériel gêné. En ajoutant la force d'inertie (20.2) à toutes les 
forces connues et réactions de liaison appliquées au point matériel, 
on obtient à chaque instant un système de forces en équilibre : 


FIN+I-0. (20.1 a) 


Dans le cas particulier où le point est libre, on pose dans ().{a) 
N = (. 

IL faut souligner que cet énoncé est conventionnel, lui aussi. 
En effet, on ne peut pas parler d’un équilibre de forces pendant le 
mouvement du système, car les forces actives et les réactions de 
liaison sont réellement appliquées au point matériel, alors que la 
force d'inertie est fictive (un vecteur qui n’est pas réellement appli- 
qué au point mobile). 

Le principe de d’Alembert est un outil commode pour la résolu- 
tion des problèmes de dynamique, car il permet de réduire les équa- 
tions du mouvement à celles de l’équilibre. Il serait cependant faux 
de croire qu’on réduit de cette façon le problème de dynamique 
à un problème de statique, car, tout en se facilitant la mise en équa- 
tions du mouvement, on est généralement obligé, comme par le 
passé, de procéder à l'intégration de ces équations. 

L'équation vectorielle (20.1a) se laisse récrire en termes de 
projections sur les axes du repère inertiel : 


Fr + Ni+l=0, F,+N, +1, =0,F, + N,+41, = 0. (20.5) 
En y substituant les expressions 


d?x dy 
[,= —mw, = ME l= —mw,= mr, 
1, == — ne 
= MW, = — RTE 


on retrouve l'équation (13.6). 
Projetons les deux membres de (20.1a) sur les axes intrinsèques 
MT, Mn, Mb (voir ch. VII, n° 3.3). Il vient 


F,+N.+l,=0, Fit Ni +l=0, Fr + Nr =0, (20.4) 


car 1, = —mw, = 0 (on a pour des liaisons parfaites N | MT et 
donc NV, — 0). Portant dans les équations (20.4) les expressions 
L= —mw, = ms I = — mi nn 


dt ? na n p 
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{où © est le rayon de courbure de la trajectoire), on retrouve les 
équations (13.8). Les forces Z,, 1, sont appelées respectivement 
force d'inertie tangentielle et force d'inertie normale. 


Exemple 20.1. Soit une barre sans poids OA de longueur ! animée 
de rotation avec une vitesse angulaire constante © autour de l'articulation 
sphérique © (engendrant une surface conique) et portant à son extrémité À un 
point pesant de masse m (fig. 20.2). Déterminer l'angle y que fait la barre avec 
la verticale et la réaction dynamique W de la barre. 

Solution. Animé d’un mouvement circulaire uniferme, le point 
possède une accélération 

w = Wn — lw* sin y 


dirigée vers le centre ©, de la circonférence. La force d'inertie est dirigée à partir 
du centre de la circonférence. Son module est égal à 
#— sd = 8 «1 
I, = mw, — mlo sin Ÿ. 


La force donnée F est le poids mg. La réaction Y de la barre est dirigée le long 
de celle-ci vers le point ©. Orientons l’axe Oy verticalement vers le bas et sup- 


Fig. 20.2 Fig. 20.3 


posons qu'à l'instant considéré le plan (’xy passe par le point 4. Ecrivons les 
équations (20.3): | 
—N sin y + mlw? sin y = 0, mg — N cos y = 0. 
Elles permettent de calculer 
_ 2 ee 

ne s COSY—= HT — ir. 
La barre est sollicitée par la force d'inertie centriluge mlw? orientée dans le 
sens inverse de la réaction dynamique NW. 

Exemple 20.2. Déterminer la vitesse v et le temps de révolution 7 
du satellite placé sur une orbite circulaire d’altitude Æ, abstraction faite de la 
résistance de l’atmosphère (fig. 20.3). 

Solution. La force d'attraction F à l'altitude Æ se définit par la 
formule (13.31) (voir l'exemple 13.7). Les modules des forces d'inertie tangen- 
tielle et normale sont égaux à 

= _. d P = … v? 
ve NÉ ineS nn NP DE 7 
où m est la masse du satellite. On a d’après les équations (20.4) 


dd p,  meRrt om 
dd  _? (R+HR R+LH 
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d’où 


v=const, v—) gr V' rx 7910 VF m/s. 


Connaissant la longueur de la circonférence de rayon À + H, on établit lu 
Dose définissant le temps de révolution (période) du satellite autour de 
a Terre: 


peurs On v À (2) — 84,43 (1 ++)" mn 


Sur la figure 20.3 le point À marque le point de départ du vecteur, et le point 
B, la mise sur orbite circulaire du satellite. 


À titre d'exercice, nous recommandons au lecteur de reprendre 
le problème du pendule simple (ch. XVI, n° 3.3) et de déduire au 
moyen des équations (20.4) l'équation différen- 
tielle des oscillations et l’expression du modu- 
le de la réaction dynamique S du fil. 


1.2. Principe de d'Alembert pour le systè- 
me de points matériels. Considérons un systè- 
me de 7 points matériels A7,, M,, ..., M, 
soumis à des liaisons géométriques. (holono- 
mes) bilatérales (voir ch. XVII, n° 1.1) qui 
ne sont pas stationnaires (scléronomes) et 
pariaites dans le cas général. Désignons les 
. masses des points par m, M2, . .., Mn. Les 
forces actives connues (extérieures et intérieures) appliquées à un 
v-ième point se résument par la résultante F,, et les réactions 
de liaison dans le même point, par NW, (v=1,2,...,n) (fig. 
20.4). On a pour chaque point du système, en vertu de la deuxiè- 
me loi de Newton, 


F,+N,+(—mw,) = 0 (v—=1, 2,...,n). (20.5) 


Le vecteur 


Fig. 20.4 


Le; = —Mm,w, (20.6) 


appliqué au v-ième point s'appelle force d'inertie du v-ième point 
matériel. 


Principe de d'Alembert pour le système 
de points matériels. En ajoutant à toutes les forces actives 
et passives (réactions de liaison) appliquées aux points du système 
Les forces d'inertie (20.6) de chaque point matériel, on obtient un système 
de forces en équilibre (voir (20.5)). 


Les forces d'inertie (20.6) sont des forces fictives, comme 
on l’a fait remarquer dans le n° 1.1. 

Le principe de d’Alembert peut s’énoncer sous une autre forme. 
Si on arrête instantanément le système mobile à un instant quelcon- 
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que et que l’on applique à chaque point matériel du système les 
forces qui existent au moment de l’arrêt : la force active F,, la force 
passive (réaction de liaison) W, et la force d'inertie (fictive) Z,, 
Je système reste en équilibre. 

Expliquons la notion d'arrêt instantané. [maginons, à côté du 
système mobile considéré, un système identique soumis aux mêmes 
liaisons mais fixe. Si nous appliquons à ce système imaginaire les 
mêmes forces actives et les forces d'inertie, le système imaginaire 
restera en repos, les réactions de liaison étant les mêmes que dans 
le système mobile considéré. 

Le principe de d'Alembert réduit formellement le pro- 
blème de dynamique au problème de l’équilibre des forces, c'est-à- 
dire à un problème de statique. En disant « formellement », nous 
soulignons que les équations écrites sous la forme (20.5) restent des 
équations du mouvement et demandent généralement à être intégrées. 

Or, en considérant (20.5) comme équations d’équilibre d’un 
système de forces quelconque (système de forces dans l’espace) 
appliqué au solide, nous obtenons dans le cas général six équations 
de la cinétostatique : 

a) trois équations pour la somme des projections des forces 
actives extérieures, des réactions de liaison et des forces d’inertie 
fictives sur les axes du repère inertiel Oxyz: 


D (XP +NE+ T0) =0, 
A'ES | 


2 AY +Ns+1)=0, (20.7) 
D (29 HN? +1) =0: 


b) trois équations pour la somme des moments des forces actives 
extérieures, des réactions de liaison et des forces d'inertie fictives 
par rapport aux trois axes indiqués: 


n 


à (momo Fo + MOMxÛ y + MOMoxl,y) = 0, 


2 (momo, F$? + momo, + momo,l,) —0, (20.8) 
V= 


ue 


à (mom,,F®? + mom,o,ÛW, + momç,i,) — 0. 


Exemple 20.3 (problème de G. de Laval). Détermination de Ja vitesse 
ProuaRe critique de la poulie montée sur un arbre flexible dans le cas le plus 
simple. 
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Solution. Précisons la position du problème. Nous supposons que 
l'arbre est vertical, rectiligne à l’état non déformé, résiste à la torsion, est 
parfaitement élastique en flexion et se laisse incliner et se déplacer longitu- 
dinalement sans difficulté dans ses paliers. La poulie est cylindrique, placée 
perpendiculairement à l'arbre au milieu de celui-ci de telle façon que le point 
d'emmanchement W de L'arbre ne se confond pas avec le centre de gravité S 
de la poulie (fig. 20.5). La distance WS — e s'appelle excentricité; la masse 
de la poulie est m. Un moteur met l’arbre en rotation avec une vitesse angu- 
laire constante «. 

Soit O le point en lequel le plan médian de la poulie intercepte l’axe de 
l'arbre quand celui-ci n’est pas déformé. RÉRMan l'action du poids et du 

frottement dans les paliers, nous disons que la 
seule force active exercée sur la poulie est la 
force élastique K de l’arbre, proportionnelle à 
la flèche OW: 


LD € Op 


K = cOW, 


où la constante c est fonction du {matériau de 
l'arbre, de sa section transversale et de la dis- 
tance entre les appuis. Puisque l’arbre tourne 
avec une vitesse angulaire constante w, chaque 
élément Am dela poulie ne subit qu’une. force 
d'inertie normale (centrifuge) égale à Am-rw?, 
où r est la distance entre l'élément Am et l’axe 
à l'état non déformé. La résultante F7, des 
forces d'inertie normales est appliquée au -cen- 
tre de gravité S$ de la poulie; son intensité 
est égale à 


2 — mrs o?, 


Fig. 20,5 où rs est la distance entre S et l'axe (non dé- 
formé) de l’arbre. 
Conformément au principe de d'Alembert, les forces K et TZ. se font équilibre 
à chaque instant. Cela revient à dire tout d’abord que les points O0, W et S 
sont situés sur une même droite. Les deux cas possibles représentés sur la figu- 
re 20.5 sont résumés par l'égalité 


OW = OS ET WS =rs Te. 
Il doit y avoir en outre 7, — X, de sorte que 
mrs@? = c (rs F €), 


q — 
a = oo. nee (œ=}/ ©) : 


2 3 
mOi— c D2— GS 


d'où 


Puisque rs doit rester positif, on prendra dans le numérateur le signe négatif 
quand © << @, (fig. 20.5, a) et le signe positif quand © => ©, (fig. 20.5, b). 
Pour © — «, le dénominateur s’annule, ce qui ne conduit pourtant pas en 
pratique aux flèches indéfinies (en raison des hypothèses simplificatrices 
admises) ; par contre, lorsque la vitesse de rotation se situe autour de © &.&, 
il se produit des perturbations très fortes qui peuvent occasionner la rupture 
de l'arbre. La vitesse angulaire © = «&, s'appelle critique. Quand la vitesse 
angulaire augmente indéfiniment, on à 


rs —> (g pour O —> 00, 


Cela veut dire que le centre de gravité S de la poulie tend vers la position ©. 
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Ce phénomène, appelé autocentrage de l’arbre flexible, a été remarqué un 1889 
par l'inventeur suédois G. de Laval. 


Le principe de d’'Alembert convient surtout pour la recherche 
des réactions dynamiques des liaisons, c’est-à-dire des réactions: 
qui se produisent pendant le mouvement du système de points maté- 
riels. Nous en donnerons un exemple tout de suite, avant de con- 
sacrer à la détermination des réactions dynamiques tout le para- 
graphe 2 du chapitre AXII. 


Exemple 20.4. La chaîne passée autour d’une poulie à pignon de poids. 
Q et de rayon R porte à son extrémité un fardeau À de poids P. Supposant que- 
la masse de la poulie est uniformément répartie suivant Ja jante, déterminer 
l'accélération & du fardeau À, la tension 7 de la chaîne et l'effort exercé sur 
le palier de l’axe de la poulie (fig. 20.6). 

Solution. Supposons que le fardeau À descend avec une accéléra- 
tion; la force d'inertie du fardeau Z 4 = —Pw/g est orientée alors vers le haut. 
L'accélération de chaque point de la poulie se compose d’une accélération 


Fig. 20.6 Fig. 20.7 
normale w, et d’une accélération tangentielle w.. Aussi chaque élément Am 
de la poulie est-il sollicité par une force d'inertie normale F7, = — Amw, 
orientée à partir de l’axe Oz, et une force d'inertie tangentielle 7, = —Amw, 


orientée en sens inverse de w.. Appliquons au point © les composantes R,, R,, 
de la réaction du palier de Îl’axe. Ecrivons les équations (20.7), (20.8) pour 
le système poulie-fardeau. Le système de forces étant plan, la dernière équation: 
(20.7) et les deux premières équations (20.8) font défaut: 


F4 
p (20.9} 
> momp = — PR Lors wR + > momo J:=0. 


La sorame géométrique des forces d'inertie appliquées à la poulie est nulle 
par raison de symétrie. Les forces d'inertie normales passent par l'axe Oz et 
ne fournissent donc aucun moment par rapport à cet axe. Pour calculer la somme 
des moments des forces d'inertie tangentielles, remarquons que 


1, — Amwz = AmRe, >) momo JT; - > AmRe-R — MR'e, 
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puisque [a masse M — Q/g de la poulie est répartie suivant la jante. D'autre 
part, on a € — w/R, aussi le moment des forces d'inertie de la poulie par rup- 
port au point O (de l'axe Oz) est-il égal à 


MR?e © Rw. 
De la dernière équation (20.9) on tire 


nn. 
P+Q" 

ct les deux premières équations nous donnent alors 

_1 __GP+00 

Pr PQ" © 

L'effort exercé sur le palier de l'axe est égal à —R.,. 

Afin de déterminer la tension de Ia chaîne, considérons séparément le 
mouvement du fardeau (fig. 20.7). Coupons la chaîne et remplaçons son action 
par la tension T. Ajoutons à la force active P et à la force passive T la force 
d'inertie fictive 4 = —Pwlg; il vient en vertu de (20.1) 


R,=0, Ry=P+Q— LE w=P+Q— 


—P4T+ w = 0, 
d’où | 
P P PQ 
T—P—— =pPpP—————\, 
E P+Q  P+Q 


$ 2. Stabilité de l’équilibre et petites oscillations 


2.1. Position du problème *). Considérons un système de n 
points matériels de masses m,, m,, . .., m, soumis à des liaisons 
géométriques (holonomes), bilatérales, parfaites (voir ch. XVII, 
n° 1.1) mais non stationnaires (rhéonomes, ou dépendantes explicite- 
ment du temps). Soient g,, q, . .., g, les coordonnées généralisées 
définissant la position du système. Supposons que les forces appli- 
quées aux points du système dérivent d’une fonction de forces 
UÙ (q1, Go, + . ., qu). La position d'équilibre d’un tel système se 
définit par les équations (17.15) qui, en vertu de (18.12), s’écrivent 
sous la forme 

oU oÙ au 
Du 0 FFE A. 4 (20.10) 

Supposant que ces équations définissent une position d'équi- 
libre isolée, choisissons les coordonnées généralisées q1, do, . . ., Qn 
de telle façon qu'elles s’annulent en cette position. Supposons 
également **) que l'énergie cinétique 7 du système soit une forme 


#*) Le problème de la stabilité de l'équilibre avait été posé encore dans 
l'Antiquité, notamment par Aristote (384-322 av. notre ère)et Archi- 
mède (287-212 av. notre ère). Evangelista Torricelli (1608- 
1647) a formulé le principe général de la stabilité des corps pesants: en état 
d'équilibre stable le centre de gravité descend aussi bas que possible. 

*#) On peut aussi le démontrer, sous Îles hypothèses consenties. 
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quadratique homogène des vitesses généralisées, de telle sorte que 
; k 
9 ? dijdids (ay ai;), 
î, = 
où les coefficients a;; ne dépendent que des coordonnées généralisées : 


Œ;; — di; (Q1» Yo: . + + Qn) (i, j — 1, À, .... , &). 


La position d'équilibre q, — q> — . — gg = 0 d'un système 
de points matériels est appelée stable si, | quels que soient les nombres 
strictement positifs & et &’, il existe des nombres strictement posi- 
tifs Ô et Ô’ tels que pour 


k k 
géo, > Go Ô’ 
x=1 x= 1 
on ait à chaque instant { > 6, 
£ 2 ° °2 
>» Qx LT; >», 7 AS 
= x=i 


Ici Qo = Gxto). et Gug = — Qu (bo) (x = 1, 2, , k) sont les valeurs 
initiales des coordonnées généralisées et des vitesses. Autrement 
dit, la position d'équilibre est stable si, pendant le mouvement qui 
commence ‘à partir de cette position, les coordonnées et les vitesses 
demeurent aussi petites que l’on veut, à condition que leurs valeurs 
initiales soient suffisamment petites. 


2,2, Théorème de la stabilité de l'équilibre (Lagrange) *). Si 
la fonction de forces admet un maximum isolé dans la position d’équi- 
libre du système de points matériels, la position d'équilibre est stable. 


Démonstration. Puisque la fonction de forces ne se 


définit qu’à une constante additive près, nous supposerons qu'elle 
s’annule en passant par la position d'équilibre, 


D'(0;:0; : 2: 0) = 0, 
en même temps que l'énergie cinétique du système: 


T(0,0,...,0; 0,0,..., 0) = 0. 


*) La première démonstration rigoureuse du théorème de Lagrange 
est due au mathématicien allemand Gustav Lejeune-Dirichlet 
(1805-1859). Sa démonstration allait servir de base au théorème connu de. 
À. Liapounov sur la stabilité. La réciproque du théorème de Lagrange 
sera démontrée par Liapounov, puis, sous des hypothèses moins restrictives, 
par N. Tchétaïev. 
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Le maximum étant isolé, il existe un voisinage de la position d'équi- 
libre 


R 

> a 

K=1 
dans lequel la fonction de forces n’admet aucun autre point statiou- 
naire que la position d'équilibre. Supposons que la fonction de 
forces vérifie l'inégalité 

US —e 
sur une sphère à £ dimensions de rayon V/ & dans l’espace de g,,q:,... 

.. 9», C'est-à-dire pour 


Rk 
> qË =. a< À, 
K=1 


tandis que sur une sphère à 4 dimensions de rayon V/ «’ dans l'espace 


de qj, 4e, - Qu. c'est-à-dire lorsque 
k k 
D) g2<a et 2 g=«", (20.41) 
«= 1 H—=1 


l'énergie cinétique du système vérifie l'inégalité 
TJ €. 


Comme les fonctions ÜU, T sont continues, il existe des nombres 
6, Ô’ tels que dans le domaine 


k k 
Des8 >» u<ô 
x—1 | = 
sont vérifiées les inégalités 
| { 
U = TZ & T< > €. 


Choisissons maintenant les valeurs initiales des coordonnées el. den 
vitesses dans ce domaine, c'est-à-dire 


k k 
DE D oo: (20.12) 
il vient alors 
U>—+e, To<re. 
En raison de l'existence de l'intégrale des forces vives (19.27b) 
T—-U—-=T, —U,, 
on à à chaque instant du mouvement 


TU To UE Too etre. 
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Puisque sur la sphère (20.11) on a toujours T => €, à chaque instant 
suivant {> 4, du mouvement commencé dans le domaine (20.12) 
on a les inégalités 


k h_, 

# 
DES ZA RE" 
= = 


ce qui veut dire que la position d'équilibre est stable. Le théorème 
est démontré. On recommande au lecteur de s'adresser à la figu- 
re 17.3 et d'établir laquelle des trois 
positions d'équilibre est stable. 


Exemple 20.5 Un cylindre circu- 
laire bomogène de rayon r est posé horizon- 
talement sur un cylindre circulaire horizon- 
tal fixe de rayon À; les axes des cylindres 
sont perpendiculaires (fig. 20.8). Détermi- 
ner les conditions de l'équilibre stable du 
système. 

Solution. La fonction de forces 
s'écrit (voir (19.28)) 


—= —m£g20c; 


où "= est la masse du cylindre supérieur et ze 
la cote de son centre de gravité C. Puisque 


AB = AD = Ro (fig. 20.8), on a 
ze —= R cos + AR sin @ + r cos y, 
où y est l’unique coordonnée généralisée. 


Fig. 20.8 


La position d'équilibre se définira par l'unique équation (0.10) 
aU L 
do "8 (Rœ cos p— r sin p)—0, 
conformément à laquelle le système est en équilibre pour œq = 0. Calculons 
la dérivée seconde de Ia fonction de forces 


aU 
Au = ME (R cos @— Ro sin p—r cos p) 


et cherchons sa valeur en position d'équilibre @ = 0: 


d'U 
Quand on a l'inégalité 
r<R, 

cette valeur est négative, ce qui veut dire que la fonction de forces admet un 
maximum dans la position d'équilibre q — 0. Il s'ensuit que cette dernière 
inégalité fournit la condition suffisante d'un équilibre stable. 

2.3. Petites oscillations libres d’un système mécanique à un 
degré de liberté autour de sa position d’équilibre stable. Pour un 
Système conservatif (voir ch. XIX, n° 3.4) à un degré de liberté, 


25* 


Rrete PRINCIPE DE D'ALEMBERT. STABILITÉ.DE L'ÉQUILIBRE ICT XX 


1 | _ 4 ; 
T=a(g) g, U=U (a), 


où g est l'unique coordonnée généralisée. Développons a {q) et 
U (g) en série de Maclaurin (voir Piskounov,t. Il, ch. XVI, 
$.16) dans le voisinage «le la position d'équilibre qg = 0: 


a (9) = a (0) + O (a), 
U(g=U(0)+ (5), + (Sr LT), g® + 0 (af), 


où O (a) et O (à) désignent les termes de degré non inférieur à | et 
à 3 respectivement. Or, nous pouvons admettre dans le deuxième 
développement que (0) — — 0 (puisque la fonction de forces se 
définit à une constante additive près), et que dU/dq s’annule pour 
g — 0 en vertu de (20. 10). En se bornant aux petits mouvements du 


système, on suppose que les quantités g et q restent si faibles qu’on 
peut garder seulement les premiers termes des développemenis 
en séries entières de L'énergie cinétique et de la fonction de forces. 
On a alors , 


= La (0) e, ÙU — — 5 cq? (e= = (a) : 


Supposons que c > 0, ce qui revient à dire que la fonction dr 
forces admet un maximum dans la position d'équilibre ; autrement 
dit, en vertu du théorème du n° 2.2, l'équilibre est stable. L'’unique 
équation de Lagrange (18.11a) devient alors 


a (0) g-= —cgq 
où 


q+ w?g= 0 (= $). (20.13) 


Nous aboutissons à l'équation des oscillations harmoniques (14.3) 
que nous avons discutée en détail dans le paragraphe 1 du cha- 
pitre XIV. Il convient de noter cependant que l'équation (20.13) 
peut définir aussi le mouvement d’un système mécanique très com- 
plexe autour de sa position d'équilibre stable, à condition que le nom- 
bre de ses degrés de liberté soit égal à {. En se proposant de prendre 
en considération l'amortissement ou l’action des forces perturba- 
trices ne dérivant pas d’un potentiel, on se serait trouvé dans les 
situations décrites dans le chapitre XIV, $ 2 et 3. Nous l’explique- 
rons à l’aide d’un exemple: 
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Exemple 20.6. Le vibrographe utilisé pour enregistrer les oscilla. 
tions horizontales (vibrations) des fondations des machines représente une 
barre de longueur ! fixée sur un axe fixe Oz (fig. 20.9). La barre porte une mas- 
selotte de masse m et un ressort spiral dont la raideur à la torsion est y. Cette 
dernière quantité signifie mu torsion d’un angle œ fait naître dans le ressort 
un moment de rappel égal à —y®. Quand la barre est verticale, le ressort est 
non tendu. On demande de trouver la période des oscillations libres du vibro: 

rsphe. 

M PS olution. Donnons ün écart à la barre et adoptons l'angle” d'écart 
o comme coordonnée généralisée. La fonction de forces U admet deux compo: 
santes: une composante VU, — mgl (cos o — 1 


(voir l'exemple 15.5) due au poids et une 
composante Us ET vp? à la force élas- / A ta 
tique du ressort auquel on a donné un angle de | ( (0 \ 
torsion p, en sorte que PA | 
1 er 

U=mgl(cosp—1)— —yp# (1) L 

L'énergie cinétique est égale à _ | | 
| = moi ml?@p?. CE 

L'équation de Lagrange (18.114) s'écrit sous | Le 
la forme ei 


ia ee 1 — e 
ER RS à: Fig. 20.9 


Cette équation ne se laisse pas intégrer à l’aide 
de fonctions élémentaires. Se bornant à considérer des oseillations petites et 
posant sin  Æ @, on obtient après division par ml? 


p+ TE p=0. (2) 
En développant (1) suivant les puissances de o, 
1 
U=—(y+mgl) q+ 0 (4), 


et en se rappelant qu'on a en l'occurrence 
a (0) — ml, c— y + mel, 


on déduit l'équation (2) directement à partir de (20.13). La pulsation © est 
égale à 
à 74 y+mel 
l me 


et la période des oscillations libres se définit par la formule (14.5): 


v+megl 


Pour prendre en considération l'amortissement proportionnel à la vitesse 
angulaire du vibrographe, on devrait ajouter à l'équation de Lagrange (18.11a) 
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la force généralisée Q = —aq: 
d ( OT Les e 
dt 80 ôp te1t) 


Cela nous ferait retrouver l'équation 


mEp+ ap+(y+ mel) p=0 
déjà discutée dans le chapitre XIV, $ 2. 


Exercices 


Exercice 20.1. Un solide de poids G est posé sur un plan horizontal 
qui présente un coefficient de frottement f (fig. 20.10). Une corde horizontale 
st attachée au solide, passée autour d’une poulie À et dotée d'un fardeau de 


Fig. 20.10 Fig. 20.11 


poids P (P.>- fG). Déterminer l'accélération &æ du solide et la tension T du fil. 
P-IG , » _ (A+NPG 

P+G £ PEG 

Exercice 20.2 Deux solides de poids P et Q, reliés par un fil inex- 

tensible, peuvent glisser sans frottement sur deux plans inclinés qui font des 

angles & et B avec l'horizontale (fig. 20.11). Quelle est la condition pour que 

le mouvement se produise vers le mobile P ? quelle sera alors l'accélération ww? 

sin $ __Psina—@sin$ 


ra ue P+Q 


Réponse. w — 


Réponse. P > 


CHAPITRE XXI 


ÉLÉMENTS DE DYNAMIQUE DU SOLIDE 


$ 1. Moments d’inertie du solide 


1.1. Définitions. La notion de moment d'inertie du solide par 
rapport à un axe invariablement lié au solide joue un rôle capital 
en dynamique du solide. Elle constitue une caractéristique de la 
disposition des éléments de masse du corps par rapport à un axe, 
caractéristique Îort importante pour la dynamique. 

Le moment d'inertie du point matériel par rapport à l’axe Oz 
est le produit de la masse m du point par le carré de sa distance À 
à cet axe: 

Jo: — mh?. 7 


Le moment d'inertie du solide par rapport à 
l'axe Oz est la somme des produits des éléments 


de masse Am du solide par le carré de leurs (x,4,2) 
distances À à cet axe (fig. 21.1): 
Joz = >, Am-h?, (21.4) zx w 
la sommation étant étendue à tout le volu- : 
me du solide. Fig. 21.1 


Remarque. Soit f — y/g la densité 
du solide; alors Am — BAV, où AV est le volume d’un élément 
de masse. Le carré de la distance à l'axe Oz est égal à h? — 
= 2? + y, si bien que Ia formule (24.1) prend la forme 


Jos = DE + ÿ°7) Am = NB (x? + y?) AV. (21.1a) 


Dans le cas où les masses sont réparties uniformément, ie moment 
d'inertie est la limite de la somme (21.{) ou (21.fa) quand le volume 
AV de chaque élément du solide tend vers zéro: 


Jo= lim D fheAV= | Ba? dv, (21.2) 


max AV +0 D 


où D est le domaine d'intégration (le volume du solide). Ecrite en 
coordonnées cartésiennes rectangulaires, cette dernière formule 
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devient | 
= | | | B (22 y?) dr dy dz. (21.22) 
D 


La dimension du moment d'inertie est la masse multipliée par 
le carré de la longueur ; son unité SI est le kilogramme-mètre carré 
(kg-m°). La dimension du rapport J,,/M, où M est la masse du 
solide, est le carré de la longueur. Désignons ce rapport par p°, 
en sorte que 


Joz . ' 
p=y/ (Joz — Mp?). (21.3) 


La quantité o définie par (21.3) s'appelle rayon de giration du 
solide par rapport à l'axe Oz. 
Autrement dit, le rayon de giration p du solide par rapport à l’axe 
Oz est la distance par rapport à cet axe à laquelle peut être concentrée 
toute la masse du solide sans que 
son moment d'inertie s'en trouve 
changé. Grâce au rayon de gira- 
tion, on peut assimiler le moment 
d'inertie du solide à celui d’un 
point doué d’une masse égale à celle 
du solide et placé à la distance p 
de l’axe Oz (deuxième formule 
(21.3). 
Fig. 21.2 Par rapport aux axes disposés 
de façons différentes relativement 
au solide donné, ses moments d'inertie seront en général différents. 
Dans le cas particulier où les axes.sont parallèles, les moments d’iner- 
tie du solide par rapport à ces axes vérifient une relation établie par 
le théorème de Steiner. 


1.2. Théorème des moments d'inertie du solide par rapport à des 
axes parallèles (Steiner). Le moment d'inertie du solide par rapport 
à un axe Oz est égal à son moment d'inertie par rapport à un axe Cz' 
parallèle à Oz et passant par le centre de masse C du solide, augmenté 
du produit de sa masse M par le carré de la distance d entre les. axes 
(fig. 21.2): 

Jos ==. d'çe + Ma. (21.4) 


Démonstration. Tracons les axes Or, Oy d’un repère 
cartésien rectangulaire. Ozxyz et, parallèlement à eux, les axes Czx’, 
Cy’ d’un autre repère cartésien rectangulaire Cx’y’z'. Soient comme 
d'ordinaire ze, Ye, Zc les coordonnées du centre de masse C dans 
le système Ozxyz, avec par définition 


dE = sb + pe. 
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ae) 
ee) 
a) 


On a pour un point quelconque du solide 
z=X +Xe, y =Y + Yo. 
I] vient donc en vertu de la formule (21.1a) 
Tor = De? + y?) Am = D + 2e) + (y + yc}l Am — 
=Z{(e? + y?) Am + (xt + y) Z Am + 2522 Am + 2ycXy'Am. 
Les deux dernières sommes sont égales à zéro. On a en effet d'après 
les formules (19.2) 
Six Am = Mzc = 0, Sy Am = Myc = 0, 

parce que les coordonnées du centre de masse C du solide dans Île 
système Cx'y'z sont égales à zéro. Puisque 

D(a?+y?)Am=Jer, DAm=M, x6+yé-@?, 


on aboutit à l'égalité (21.4). Le théorème est démontré. 

Il ressort de la formule (21.4) que le moment d'inertie du solide 
par rapport à un axe passant par son centre de masse est le plus 
petit dé tous ses moments d'inertie par rapport aux axes parallèles. 


Fig..21.3 Fig. 21.4 


1.3. Moments d'inertie de quelques solides simples. Proposons- 
nous de calculer les moments d'inertie de quelques solides homo- 
gènes de forme élémentaire. 


1° Moment d'inertie d'une barre mince homogène de section cons- 
tante par rapport à un axe Az perpendiculaire à la barre et passant 
par son extrémité À (fig. 21.3). | 

Soient ? la longueur de la barre, M sa masse, x — M/Ila masse 
d'une unité de longueur (densité linéique). On a alors pour un élé- 
ment de longueur Fe de la barre dm — x dx et 


| 2 
D | éndr=n Es = ME. (21.5) 


2° Moment d'inertie de la même barre par rapport à un axe Cz' 
perpendiculaire à la barre et passant par son centre (fig. 21.3). Posons 
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d — 12 et appliquons le théorème de Steiner (formule 21.4): 


LB Je + (9) 


Il en découle 


Jos = MB MB= MP. (21.0) 


3° Moment d'inertie d'un tube mince homogène de masse M ct 
de rayon R par rapport à son axe de symétrie Oz (fig. 21.4). 


Fig. 21.9 Fig. 21.6 


La figure 21.4 montre une section du tube. Pour tout élément 
du tube la distance À à l’axe Oz est égale au rayon R, aussi 


Jos = DAmeh? = RD) Am = MR?. (21.7) 


4° Moment d'inertie d'un cylindre circulaire droit plein homogène 
(ou d'un disque) de masse 4 et de rayon R par rapport à son axe de 


symétrie (fig. 21.5). Soient A la hauteur et V le volume du cylindre, 
alors sa densité est égale à 


M M 


= — aR?H * 


Prenons dans ce cylindre un tube élémentaire d'épaisseur dr éloigné 
d’une distance r de son axe. On a pour ce tube 


7 dV = 2arH dr 
et d'après la formule (21.2) 
t Ra 1 
Tor = | Brè2arH dr = 2nfH = nR'HBR?, 
() 
OÙ 


Jo = MR? (21.8) 
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Le rayon de giration du cylindre se définit par la formule (21.3): 


{ 
— MR? = 


En comparant cette expression avec la formule (21.7), nous remar- 
quons que le moment d'inertie du cylindre par rapport à son axe de 
symétrie est égal au moment d'inertie que présente par rapport au 
même axe un tube mince qui, pour une masse identique, possède un 


rayon V 2/2 fois inférieur à celui du cylindre. 
5° Moment d'inertie d'un cylindre homogène creux par rapport 
à son axe de symétrie Oz (fig. 21.6). On a par analogie au cas 4° ci-dessus 
R 
D À Br2nr HE dr =nBH 
Ro 


Ri—R4 


= LE nfA (R2— R}) (R+ R?). 


Il vient définitivement 
Jor=7 M (R?+ R?), 


où M = x (R? — R2) HB est la masse du cylindre creux, R son 
rayon extérieur et À, son rayon intérieur. 

Citons sans déduction les formules du moment d'inertie d’une 
sphère pleine homogène par rapport à son diamètre 


ox = Joy = do = MR? (21.11) 


et d'un cône circulaire droit homogène (non tronqué) 
par rapport à son axe de symétrie Oz: 


Jo = MR? (21.12) 


dans lesquelles comme précédemment M est la masse du solide et R 
le rayon de la sphère ou de la base du cône. Remarquons que dans 
les formules (21.7), (21.8), (21.10) et (21.12) la hauteur du solide 
n'intervient pas explicitement (c'est la masse du corps M qui est 
fonction de la hauteur). 


$ 2. Rotation du solide autour d’un axe fixe 


Nous passons directement à la dynamique du solide. Dans le 
chapitre VIII, nous avons indiqué deux catégories élémentaires de 
mouvement du solide : le mouvement de translation et le mouvement 
de rotation. En cinématique, l’étude du mouvement de translation 
du solide se réduit au mouvement de son point quelconque, en 
particulier de son centre de masse. En dynamique, l’étude du mouve- 
ment de translation du solide se réduit au problème correspondant 
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de dynamique du point, conformément au théorème du mouvement 
du centre de masse (ch. XIX, n° 1.3, formules (19.9) et (19.13)). 
Il ne reste donc à étudier, à proprement parler, que la seconde caté- 
gorie élémentaire du mouvement, à savoir : la rotation autour d'un 
axe fixe. 


2.1. Moment cinétique et énergie cinétique du solide en rotation. 
Soit un solide parfait animé de rotation avec une vitesse angulaire 
(variable en général) « autour d’un axe fixe Oz sous l’action des 
forces actives extérieures connues F,, F,, ..., Fm (fig. 21:7). 
Calculons deux quantités qui caractérisent la rotation du solide: 
son moment cinétique Æ,, par rapport à l’axe Oz et son énergie 
cinétique 7. 

Soit un élément matériel du solide, de masse Am, placé à une 
distance À de l’axe Oz. On a 


v = hw. 


Le bras de levier du vecteur Am-v par rapport au point O0” étant 
égal à », on obtient d'après la formule (19.16) 


Koz — > mom OZ (Am: v) —= 
= D Amhoh = © Am:h?, 


ou 


Ko Ten: (21.13) 


Le moment cinétique K,, (moment ré- 4 
sultant des quantités de mouvement) du *? 
solide par rapport à son axe de rotation Oz Fig. 21.7 
est égal au produit de son moment d'inertie | 
Jo: par rapport à cet axe par la vaieur algébrique de la vitesse 
angulaire « du solide. 

L'énergie cinétique 7 du solide en rotation se définit par la 
formule (19.24) : 


T=— 7 Am vi = > Am (wh}2= + w? > Am. h?. 
On a donc | 
T= Jo. (21.14) 


L'énergie cinétique du solide mobile en rotation autour d'un axe 
fixe est égale au demi-produit du son moment d'inertie par rapport 
à l'axe de rotation par le carré de sa vitesse angulaire. 

Remarque. Les formules (21.13) et (21.14) restent valables quand 
le solide mobile n'admet qu’un point fixe (ch. IX, $ 2). Dans ce cas, 
au lieu de l’axe de rotation fixe, on parle d'un axe instantané de 
rotation passant par le point fixe © (le vecteur vitesse angulaire 
instantanée .@ est dirigé suivant cet axe, voir ch. IX, n° 2.1). 
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2.2. Equation différentielle de la rotation du solide autour d’un 
axe fixe. Les liaisons imposées à un tel solide sont ses deux points 
fixes O et O,; elles peuvent être matérialisées par exemple par une 
crapaudine en © et un palier en ©, (fig. 21.7). Puisque, pour tout 
déplacement virtuel, le système n’admet qu'une rotation autour 
de l'axe fixe Oz, on peut appliquer le théorème du moment cinétique 
du système par rapport à un axe fixe (en termes de coordonnées, 
voir formule (19.149)): 


-4K oz (e) 
— 75 —Mo:. 
En y portant K,, = Jo, de (21.13)), on obtient 
Jo = M. (21.15) 


Puisque la vitesse angulaire du solide est © — dœ/dt, l'accélération 
angulaire € peut s’écrire sous la forme 
do d*p 


t—-H — dm? 


où æ est l’angle de rotation (d'écart) du solide. Le moment résultant 
des forces actives extérieures connues par rapport à l'axe de rotation 
est 


MS =momo,F;,+momo,F,+...+mome,Fr, 


aussi l’équation différentielle du mouvement de rotation du solide (21.15) 
peut-elle s’écrire aussi sous la forme 


ut M$}, (21.19a) 
or _. = ÿ mom, F. (21.15b) 


Remarquons que les réactions de liaison n'interviennent pas 
dans l’équation (21.15). Les moments de ces réactions par rapport 
à l'axe Oz sont d’ailleurs nuls, car les réactions sont appliquées aux 
points O et O,. Pour déterminer les réactions, il convient de suppri- 
mer les liaisons ; nous y reviendrons dans le paragraphe 2 du chapi- 
tre XXII. 

Si le moment résultant M£ 6, des forces actives extérieures connues 
par rapport à l’axe de rotation est nul, le moment cinétique K,, 
du solide par rapport à cet axe conserve une valeur constante {voir 
(19.21)). En effet, il ressort de l’équation (21.15) qu’on a pour MS; = 


Jo:© (t} = Joz® (0), ou & () = © (0) — const. 


Ce cas de rotation du solide s'appelle rotation par inertie. Par exem- 
ple, quand l’arbre d’une machine tourne uniformément, les moments 
des forces motrices et des forces résistantes sont de même module 
mais de sens contraires. 
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2.3. Pendule composé. On appelle pendule composé un solide 
de forme quelconque qui peut tourner par gravité autour d’un axe 
horizontal fixe © qui ne passe pas par son centre de gravité (fig. 21.8). 

Supposons que le pendule composé a quitté son état d'équilibre 
en lequel le segment OC = a est vertical. Proposons-nous de déter- 
miner le mouvement du pendule, sans tenir compte du frottement 
dans l’axe de suspension ni de la résistance de l'air. 

Conformément au théorème de Varignon (ch. III, n° 1.4, formu- 
le (3.5)), la somme des moments des forces actives extérieures con- 
nues est égale au moment du poids P = Mg du pendule, appliqué 
en son centre de gravité C. Le bras de levier de la force P par rapport 
au point © est égal à a sin @. Comme sens positif, nous adoptons 
comme d'ordinaire la rotation dans le sens 
antihoraire. Dans la position représentée sur 
la figure 21.8 le moment de. P par ruppurt 
à O est négatif, si bien qu’on a 


M$}= — Pasin @. 


L'équation différentielle du mouvement de ro- 

tation (21.15b) s'écrira pour le pendule com- 
posé sous la forme 

2 

Jos ge = — Pasing, (21.16) 

Fig. 21.8 où J,, est le moment d'inertie du pendule 

composé par rapport à l'axe de rotation. Pour 

de faibles écarts on a sin @ Æ , si bien que l'équation différen- 

tielle des petites oscillations du pendule composé devient après 

division par J;, 


p+p=0 (—). (2417) 


JoOz 


En la comparant avec l'équation différentielle des petites oscilla- 
tions du pendule simple (16.18) 


p+ k2p —0 (e=-4<), 


nous remarquons que ces deux équations des oscillations harmoniques 
(ch. XIV, n° 1.1) ne diffèrent que par le coefficient de @. Autrement 
dit, il existe un pendule simple de longueur ! qui présente la même 
période d’oscillation que le pendule composé en question : on l’appel- 


le pendule simple synchrone. Pour déterminer !, égalons k? et 4°: 


M ga £ 


Joz U j 
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d'où 


Joz 
10. (21.18) 


La quantité ! — OK est appelée longueur du pendule simple synchro- 
ne, ou longueur réduite du pendule composé. La période d'oscillation T 
du pendule composé se laïsse exprimer d'après la formule (14.5), 


2n Joz 
= = 2x V ne, (21.19) 


ou bien en fouction de la longueur réduite, 


T —2n +. 


L'équation des oscillations se définit à l’aide de la formule (16.19) 
à condition d'y remplacer k? par Pa/J,, et de déterminer les quan- 
tités &« et B à partir des conditions initiales au moyen des formu- 
les (14.8). Dans le cas particulier où 


® (0) — Ÿo» P (0) — 0, 
les oscillations du pendule composé se 
définissent par l'équation 


® —pCos 17 . t. (21.20) 


2.4. Travail et puissance d’un systè- 
me de forces appliquées au solide mobile 
en rotation autour d’un axe fixe. Traçons 
deux axes fixes Ox, Oy perpendiculaires 
à l’axe de rotation Oz (fig. 21.9). Soit À (x, y, z) le point d'’ap- 
plication d’une force F = Xi + Yj + Zk. Le déplacement réel dr 
du point À est égal à 


Fig. 21.9 


dr = v di, 

le vecteur vitesse v de À étant défini par la formule (8.17): 
v — [©, r|. 

On a donc 

i j Kk 

0 0 nu 

ZX y 3 | 


dr —[o dt, r| — 


Le travail élémentaire dA de la force F pour la rotation du solide 
autour de l'axe Oz de l'angle do se définit par la formule (15.14): 


dA —(F, dr) = (Xi+Yj+2k) (y dei + x dpj) = (—Xy — Yz) do. 
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Or, l'expression entre parenthèses dans le dernier membre est égale 
à mom,o.F (voir (5.8)}, si bien qu’on a 

dA = momo. do. 
Pour un système des forces F,, F,, ..., F, appliquées au solide 
(fig. 21.7), le travail élémentaire pour la rotation du solide autour 
de l'axe fixe Oz d'un angle dy est égal à 


d A — > moMo; F,-dq = M$, dy. 1:21) 
i=1 
Divisant par dt, on obtient la formule de la puissance: 
(e) 
N == ME) À = MB. (21.22) 


La puissance d’un système de forces pendant la rotation du solide 
autour de l’axe fixe Oz est égale au produit du moment résultant 
par rapport à Oz des forces extérieures par la vitesse angulaire (les 
deux facteurs étant pris en valeur algébrique, c’est-à-dire en tenant 
compte du signe). Le travail du système de forces appliquées au 
solide pendant sa rotation d'un angle @ — ®, se définit, à partir 
de (21.21), par la formule 


® 
AU À MS do. (21.23) 
Po 
Dans le cas particulier où M, est une constante, on a 
A9 2 ME (Q — Po). (21.24) 


Autrement dit, quand le moment résultant des forces extérieures 
par rapport à l’axe de rotation est constant, le travail est égal au 
produit de ce moment par l'angle de rotation. 

2.5. Théorème de la variation de l’énergie cinétique pendant la 
rotation. Puisque les liaisons sont stationnaires (l’axe Oz est fixel) 
et que, par conséquent, les déplacements réels se trouvent parmi 
les déplacements virtuels, le théorème de Ia variation de l'énergie 
cinétique (ch. XIX, n° 3.2) a lieu. D'après la formule (19.27a) 


T—T, = AS. 


Nous établirons maintenant, en utilisant les formules (21.14) et 
(21.23), la formule de l’accroissement de l’énergie cinétique pendant 
la rotation du solide d'un angle @ — ®, autour d'un axe fixe: 


p 
À r(e 
+ Jo (D? — &?) = À MS) dy. (21.25) 


Po 
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Dans le cas particulier où le moment résultant par rapport 
à l'axe Oz des forces extérieures est constant, le module de la vitesse 
angulaire du solide en fin de la rotation s’écrira comme suit: 


/ M{°) 
Lo |— | > 


ao ZE Joz (p or Po) 


Exemple 21.1. Une force radiale N applique le sabot de frein À sur 
le disque homogène de poids P et de rayon À animé de rotation avec une vitesse 
angulaire initiale w, autour de l’axe vertical Oz. L'effet du frottement provoque 
l’arrêt de la roue au bout de t, secondes. On demande 
de savoir le coefficient de frottement f (fig. 21.10). 

Solution. La ïorce radiale N# ne fournissant 
aucun moment par rapport à l’axe Oz, le moment ré- 
sultant par rapport à l’axe Oz des forces extérieures est 
égal au moment de la force de frottement, 


MS) = —{NR. (4) 


Fig. 21.10 


Puisque le moment résultant M? est constant, il ressort 


de l'équation (21.15a) que l'accélération angulaire € est constante elle aussi, 
c'est-à-dire que la rotation est uniformément retardée. On a alors conformé- 
ment à la formule (8.8) 


o(t;)—0—=@+et,, donc e=— 
1 
Portant cette expression dans (21.15a), on obtient 


O0) 
nd = —fNR 4 
Oz f, Î ( 


et appliquant la formule (21.8), on trouve 


f— Joz _ PR 
NRt  2eNtr 


Remarque. On peut aussi déduire l'équation (2) sans faire intervenir 
la formule cinématique (8.8). En eftet, multiplions l'identité (21.15) par dt 
et faisons l'intégration sur £ entre 0 et #, et sur © entre &, — © (0) et ©, — 
= @ff); il vient 

ti 
Jo —Jo,05 = À M) dt. (4) 
0 


Dans notre exemple ©, = 0, tandis que MY se définit par (1). On a donc 
de l'équation (3) 
—J 5:00 — —fNRt,, 


c'est-à-dire qu'on aboutit aussitôt à (2). 

D'une façon générale, le théorème de la variation du moment cinétique 
par rapport à l’axe de rotation et l'équation différentielle de la rotation du 
solide (21.15) qui se déduit de ce théorème conduisent à une intégrale première, 
à condition que M$ ne dépende que du temps qui intervient explicitement 
ou soit constant, comme dans le cas particulier que l’on vient d'examiner. 

Exempie 21.2. Une barre mince homogène de longueur Z et de poids P 
tourne autour d’un axe horizontal qui passe par son extrémité A. Placée initiale- 


26—01146 
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ment en position horizontale, la barre est abandonnée sans vitesse initiale. Déter- 

miner la vitesse de l’extrémité de la barre au moment où celle-ci vient en posi- 
tion verticale (fig. 21.11). 

Solution. En analysant le mouvement de rotation, on peut appliquer 

les théorèmes de la variation du moment cinétique et de l'énergie cinétique. 

L'application du premier ne fournit aucune intégrale 


; À 7 É LA première (voir la remarque à l'exemple précédent), 
54 LT c’est pourquoi nous appliquerons le second. Puisque 
"t ° £ To = 0, on à 
11 A 5 T = A®, 
| 4 / 
plie F5 Pour le calcul du travail du poids P, la formule 
14 (15.26) s’avère plus commode que (21.25). On a en 
Te vertu de (15.26) 
Ê ADP... 
B. donc 
at ne \. Anse 2 l 
Fig. 21.11 J'Az gp FE os 


Nous pouvons donc trouver à l’aide de (21.5) 


PI [PI En 
re TV rr VE 
A Z RER 

£ 


Le module du vecteur vitesse du point B sera alors 
v=i|lo|— Val. 


$ 3. Mouvement plan du solide 


3.1. Equations différentielles du mouvement plan. En cinémati- 
que, on appelle mouvement plan (ou parallèle à un plan fixe) un 
mouvement dans lequel tous les points du solide se déplacent en 


Fig. 21.12 


restant dans des plans parallèles à un même plan fixe (ch. X, n° 1.1). 
Soit Oxy un plan qui passe par le centre de masse € du solide et qui 
est parallèle à un plan fixe (fig. 21.12). L'analyse du mouvement 
plan du solide est ainsi réduit à l'analyse du mouvement d’une 
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figure plane dans son plan Oxy. Supposons que les axes Cz’ et Cy’ 
restent parallèles aux axes Ox et Oy pendant toute la durée du mou- 
vement (axes de Kônig, voir ch. XIX, n° 4.1) et que les axes Cx” 
et Cy” soient invariablement associés à la figure plane. Les axes 
Czx” et Cx' forment entre eux un angle variable œ. La dérivée dy/dt 
est égale à w, valeur algébrique de la vitesse angulaire de la figure 
plane (ch. X, n° 1.1). 

Supposons que le solide effectue un mouvement parallèle aw 
plan Oxy sous l’action des forces extérieures F,, F,, . .., F,, (ce 
peuvent être tant des forces actives que des réactions de liaison). 
Le moment cinétique X6. du solide par rapport à l'axe de Kôünig 
Cz' est égal, en vertu des formules (19.32) et (21.13), à 


Ké: = Jeo, (21.26; 


où Je, est le moment d'inertie du solide par rapport à l'axe Cz” 
qui passe par son centre de masse. Les conditions du théorème de: 
Resal sur la variation du moment cinétique du système en mouve- 
ment relatif (ch. XIX, n° 4.2) sont vérifiées, si bien qu'on a les. 
équations (19.36) et (19.35): 


dx “e d - 
MER = D Xw MER D Yu (21.27) 
u=1 U=1 
fer P= S' mome Fy (21.28) 


u=1 

où AZ est la masse du solide. Les équations (21.27), (21.28) sont les 
équations différentielles du mouvement plan du solide. Les équations 
(21.27) définissent le mouvement du centre de masse, et l'équation 
(21.28), la rotation du solide autour de l'axe Cz’ passant par son 
centre de masse et perpendiculaire au plan fixe. Le moment résul- 
tant des forces actives extérieures M. est envisagé, lui aussi, par 
rapport à cet axe. 

Remarque. Les équations (21.27) et (21.28) sont fondées 
sur le théorème de Resal d’après lequel les liaisons admettent les 
déplacements virtuels déterminés d'un système de points (du solide, 
dans le cas envisagé ci-dessus). 


Exemple 21.5. Glissenent d'un cylindre sur un plan incliné poli. Un 
cylindre circulaire droit homogène de rayon R et de masse M se déplace sur 
un plan poli fixe qui fait un angle & avec l'horizontale. A l’instant initial & = © 
l’axe du cylindre en repos est horizontal. Déterminer le mouvement du cylindre 
(fig. 21.13) et calculer la pression qu’il exerce sur le plan incliné. 

Solution. Supprimons la liaison imposée au cylindre en la remplaçant 
par la réaction W. Les équations différentielles (21.27) et (21.28) s’écriront 
sous la forme 


2 ; 
M Fee — Mgsina, M He = —Mgcosa+N, jo =0. 
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En vertu 1e la liaison imposée on a y — R pendant toute la durée du mouve- 
ment; il ressort donc de Ia deuxième équation 


N = Mg cos &, 


d'où l'on obtient la valeur de la pression. Conformément à la troisième équa- 
tion, on a @ — const; étant donné qu’on avait à l'instant initial © (0) = 0, 
on a @ — 0 pendant toute la durée du mouvement. Cela revient à dire que le 
cylindre glisse sur le plan incliné poli en conservant la rotation qui lui était 
communiquée à l'instant initial. 


hd AP 
DITIT T7 4 


. | 
Mg + 


TC 


Fig. 21.13 Fig. 21.14 


De la première équation il découle que l'accélération du centre de masse 
en mouvement rectiligne est constante et égale à g sin &. Sous les conditions 
initiales données on a (voir l'exemple 13.3) 


da s 
Ve = Et sin &, 


1 
one à gt? sin «. 


Exemple 21.4. Roulement d’un cylindre sur un plan incliné dépoli. 
Mêmes conditions que dans l’exemple précédent, mais le plan incliné est dépoli 
et offre un coefficient de frottement de glissement égal à f (fig. 21.14). 

Solution. Supprimons la liaison imposée au cylindre en faisant 
intervenir à sa place la réaction normale N et la force de frottement Fr. Choisis- 
sons les axes de coordonnées de la façon indiquée sur la figure 21.14. Les équa- 
tions différentielles (21.27), (21.28) s’écriront sous la forme 


duC d 
É in a — JC pre 2 _ 
M Ze =Mgsinn—Ftr, M TE =Mgcosa—nN, 5 MR Fr = Fr, (1) 
Puisque y = —R, on tire de la deuxième équation la valeur de N — Mgcos «. 


a) Supposons d’abord que le cylindre roule sans glisser. Dans ce cas la 
vitesse du point de contact €” du cylindre avec le plan incliné est égale à zéro. 
Ce point est le centre instantané des vitesses, et l’on a (voir (10.5)) 
vE = Ro, (2) 
où @ est comme précédemment la valeur algébrique de la vitesse angulaire 
du cylindre. La première et la troisième équations différentielles (1) nous donnent 

do 


do Lie 
MR Te =Mesina—Frr, MR = 2Ftr. 


| MOUVEMENT PLAN DU SOLIDE ati 


Les premiers membres étant égaux, il ressort de l’égalité des seconds membres que 


Free Mg sin @. (3) 


D'après la loi d'Amontons-Coulomb (ch. III, n° 3.1}, on a en l’ab- 
sence du glissement Ffr S fN, d'où 


+ Mg sin a <fMgcosæ, donc tga< 3f. 


Ceci est précisément la condition pour que le cylindre roule sans glisser sur 
le plan incliné dépoli. En portant (3) dans la première rquation (1), nous consta- 
tons que l'accélération du centre de gravité pendant le roulement sans glisse- 
ment est égale à 


w 


8 Q 


et que par conséquent l'équation horaire du centre de gravité s'écrit sous les 
conditions initiales nulles 


| 


tc=- Wot?==—— gi? sin a. 
La comparaison avec l'exemple précédent montre que pour les mêmes ? et & 
l’espace parcouru sur Île plan dépoli ne fait que 2/3 de l’espace parcouru 
sur le plan poli. : . 

b) Supposons maintenant que tg &« >> 3f. Le cylindre roule alors avec 
un glissement, si bien que l'égalité (2) n’a pas lieu. On a cependant alors 


“Fr = ÎN = fMg cos a. . 
Portons cette expression. dans la première et la troisième équation (1). Il vient 


dre 4 ,, do 


“a —4=g(sina—/fcos a), Re cos &. 


2 d 


La première relation exprime l'accélération du centre de masse et définit l'équa- 
tion horaire du centre de masse du cylindre sous la forme 


Le —_ af, — £g (sin Œ— cos &) 12, 


De la deuxième relation nous obtenons l’accélération angulaire du cylindre 
dans le roulement 
duo  2fg 


dt R 


et l'équation de la rotation du cylindre autour de son axe {indépendante cette 
fois-ci du mouvement de son centre de masse) 


= et PE 4 cos a. 
3.2. Energie cinétique du solide en mouvement plan. La deuxième 
formule de Kônig (19.33) et la formule (21.14) nous fournissent 
l'expression de cette énergie: 


1 
Te Jo + Mie. (21.29) 


cos œ 
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Exemple 21.5. Calculer l'énergie cinétique d’un cylindre virculaire 
droit animé d’un roulement sans glissement avec la vitesse wc (à l'instant 
considéré); le rayon du cylindre est R et sa masse M (fig. 21.15). 

Solution. Les formules (21.29) et (21.8) nous donnent 


1 1 1 
T > 2 MR? L 5 C. 


Le point C’ étant le centre instantané des vitesses (ch. X, n° 1.3), on a 


Substituant cette expression dans l'égalité précédente, on cobtient 
3 
T=- Ms. (21.3) 


On aboutit d’ailleurs au même résultat en considérant le mouvement instantanu 
du cylindre sous forme de rotation autour d’un axe C’z passant par son centre 


Fig, 21.15 Fig. 21.16 


instantané des vitesses. Conformément à la formule (21.14) 


1 
T 9 Tor,%° . 
Le moment d'inertie J çr, se calcule d’après le théorème de Steiner 1-1.%1, 


1 3 


et l'on retrouve (21.30): 


2 
__ 1 3 n. E 5) 2 
Te MR pr 


Exemple 21.6. Un fil dont l'extrémité B est fixe s'enroule sur un 
cylindre circulaire droit de poids P en son milieu (fig. 21.16). Le cylindre tombe 
sans vitesse initiale en faisant dérouler le fil. Déterminer la vitesse vc et l’accé- 
lération we de l’axe du cylindre, ainsi que la tension du fil au moment où 
l'axe sera descendu d’une hauteur }X. . 

Solution. La formule (21.30) permet de calculer l'énergie cinétique 
du cylindre : 
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— 


Puisque la liaison imposée au cylindre est stationnaire (ne dépend pas explici- 
tement du temps), on est en droit d'appliquer le théorème de la variation de 
l'énergie cinétique en mouvement absolu (voir (19.27a)). L’unique force active 
extérieure est le poids du cylindre; son travail pendant la descente du centre 
de masse d’une hauteur C,C — H est égal à PH, si bien qu'on a 
3 P | 
T—T,=PH, ou 7 PE, 
car Ty — 0. Le carré de la vitesse du centre de masse du cylindre à l'instant # 
sera donc égal à 
o À 
VC A. 


Dérivant cette identité par rapport à £{, on trouve 
dvc LA dH 
CAPTER ETTEE 

Remarquant que ve — dH/dt, on en déduit l'accélération constante du centre 
de masse du cylindre, égale à 


dt 386 
Pour calculer la tension $S du fil, nous procéderons comme d'ordinaire, 
c'est-à-dire supprimerons la liaison. Coupant le fil et ajoutant S à la force active 
extérieure P, on peut admettre que le cylindre est libre. S'il en est ainsi, on 
trouve parmi ses déplacements virtuels un mouvement de translation le long 


de l’axe des y. Appliquons le théorème du mouvement du centre de masse 
{voir (19.9)) 


P dc 
D'où 
P 2 1 
ET a 


ce qui signifie que la tension du fil reste constante pendant toute la durée du 
mouvement. 


$ 4. Théorie élémentaire du gyroscope 


4.1. Précession du gyroscope. On appelle gyroscope symétrique 
(ou toupie) un solide symétrique homogène animé de rotation rapide 
autour d'un point situé sur son axe de symétrie. Considérons le. 
mouvement du gyroscope autour du point fixe © situé sur son axe 
de symétrie (fig. 21.17). Soient ©, le vecteur vitesse angulaire du 
gyroscope dans sa propre rotation autour de l’axe de symétrie, et Q 
le vecteur vitesse angulaire instantanée de sa rotation autour d’un 
axe instantané passant par le point fixe © (voir l’exemple 12.1). 
Le vecteur 

Oo — Q ie O: 


définit alors la vitesse angulaire de la précession, c'est-à-dire de la 
rotation de l'axe du gyroscope autour de la verticale. La vitesse 
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angulaire de la précession w, est faible devant la vitesse angulaire 
de la rotation propre &., aussi le vecteur vitesse angulaire résultante 


Q — ©, + ©, 


est-il peu différent en module et en direction du vecteur &,. En 
déterminant le vecteur moment cinétique K, du gyroscope par rap- 
port au point O, on peut admettre approximativement 9 = ©, 


et poser 
Ko & Jo, (21.31) 


où J est le moment d'inertie du gyroscope par rapport à son axe de 
symétrie. La quantité Jo, s'appelle mo- 
ment propre du gyroscope. 


4.2. Moment gyroscopique. Règle de 
Foucault. Puisque les liaisons imposées 
au gyroscope (point d'appui fixe ©) per- 
mettent sa rotation autour de n'importe 
quel axe passant par le point fixe O, on a en 
vertu de la formule (19.22) 

dKO _ 


= MO= Ia, P], (21.32) 


où a est le rayon vecteur du centre de gravi- 
té C du gyroscope, et P son poids. Le mou- 
vement de l’axe du gyroscope se laisse défi- 
nir par le mouvement de son point qui, dans l'hypothèse simplificatrice 
consentie, se confond avec l’extrémité du vecteur X,. Puisque l’axe 
du gyroscope précessionne autour de la verticale avec la vitesse 
angulaire &., la vitesse u de l’extrémité du vecteur K: sera égale, 
en vertu de la formule (9.13), à 


LU — 0 =[o, K]& lo, Jo]. (21.33) 


Portons cette valeur dans (21.32): il vient 


[o,, Jo] = [a, PI]. 
La dernière égalité approchée s’écrira sous la forme 


Je, &]+[a, P]=0, donc G+ MS —0. (21.34) 
Le vecteur moment 
G — [K,, @,] FF [Jo,, @] (21.35) 


égal au produit vectoriel du moment cinétique du gyroscope par la 
vitesse angulaire de précession s'appelle moment gyroscopique ou 
moment de rappel. La formule (21.35) montre que le moment gyrosco- 
pique est dirigé perpendiculairement au plan des vecteurs @,, @ et 
orienté de telle façon que le couple de forces engendré par ce vecteur 


Fig. 21.17 
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tend à ramener le vecteur vitesse angulaire de la rotation propre sur 
le vecteur vitesse angulaire de la précession (règle de Fou- 
cault*)). L'identité (21.34) signifie que le moment gyroscopique 
G fait équilibre, à chaque instant de mouvement du gyroscope, au 
moment des forces extérieures #$” (fig. 21.17). La formule (21.34} 
montre que les deux produits vectoriels ont même module, 


Jow,w, sin Ÿ = aP sin (180° — #), 
d'où 
_ Pa 
Jo, ? 


@ (21.36) 


La vitesse angulaire de la précession du gyroscope est directement. 
proportionnelle au produit de son poids par la distance du centre 
de gravité à l'appui et inversement 


proportionnelle au moment propre du 

gyroscope. là 
4.3. Effet gyroscopique. En technique, 7 { 

on observe l'influence du moment gyro- é ; 

scopique (l'effet gyroscopique) chaque : \ 

fois que l’on essaie d’incliner un rotor 

massif animé de rotation rapide. Soit un M® 

rotor S qui tourne avec son arbre dans * 


les paliers O,, O, de telle façon que son Fig. 21.18 
moment cinétique K, est orienté de gau- 
che à droite (fig. 21.18). Essayons de faire basculer l'arbre 0,0, avec: 
rotor dans le plan du dessin dans le sens horaire. Il peut sembler de 
prime abord qu'un tel déplacement nécessite des efforts verticaux (en 
trait interrompu sur la figure). En réalité, il en est tout autrement. 
Pendant le basculement indiqué l’extrémité du vecteur &4 acquiert. 
une vitesse qui est orientée suivant la verticale vers le bas dans Îe- 
plan du dessin. En vertu de la formule (21.32) le vecteur moment 
des forces extérieures doit aussi agir en cette direction. Il en résulte 
que les efforts F et —F’ doivent être appliqués perpendiculairement. 
au plan du dessin, de la façon montrée sur la figure 21.18. 
Nous aboutirons d’ailleurs au même résultat en traçant le 
vecteur moment gyroscopique (21.35) qui est orienté vers le haut. 
dans le plan du dessin. Conformément à la formule (21.34), le vecteur 
moment des forces extérieures doit être orienté en sens inverse, c'est-- 
à-dire vers le bas. Les efforts dans les paliers se calculent selon la. 
formule (21.34): 


Ja,®, —F.0,0,, donc FT, (21.57) 
L-2 


*) Jean Bernard Léon Foucault, éminent physicien fran- 
çais (1819-1868). 
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Exemple 21.7. L’axc de la turbine est parallèle à l’axe longitudinal 
de la coque du navire, la masse de la roue de turbine est 2500 kg, son rayon 
de giration p — 0,9 m, la vitesse angulaire de rotation de la roue 1200 tr/mn, 
la distance entre paliers d'arbre 0,0, — 1,9 m. La valeur maximale de la vitesse 
-angulaire ©, du tangage est égale à 0,11 rad/s. Déterminer les efforts complémen- 
taires dans les paliers dus au tangage (fig. 21.18). 

Solution. D'après la formule (21.3) 


J = Mp? = 2500:0,92 — 2025 kg-m°. 


Quant à l'effort complémentaire dans les paliers, la formule (21.37) fouruit 
-8a valeur maximale : 
1200.27 0,11 


Fa 2005 + = 14700 N = 14,7 KN. 


Sur les navires de mer, l’effet gyroscopique des masses en rotation sur la 
marche du navire est négligeable, car le poids du navire est très grand devant 
celui des masses tournantes. Au contraire, à 
2 bord d’un avion à hélice, le poids des masses 
tournantes constilue une fraction importante du 
poids de l'appareil. La conception à deux héli- 
ces tournant en sens opposés vise précisément 
à rattraper les moments gyroscopiques. 


Exercices 


Exercice 24.1. Un volant de masse 7, 
séparé de son système d'entraînement, s'est ar- 
rêté au bout de é, secondes après avoir fait N 
tours. On demande de savoir le moment de 

Fig. 21,19 frottement M; (supposé constant) dans Îles 
paliers et la vitesse angulaire initiale &, si le 
æayon de giration du volant par rapport à son axe de rotation est D. 
AnN Mo? 


t° 


; T 
Réponse. Do > Mfr — 


1 { Lu.  … 

Exercice 21.2 Déterminer la longueur réduite / et la période d’oscil- 
lation 7 d'une barre homogène rectiligne de longueur L suspendue à un axe 
‘horizontal qui passe par son extrémité. 


; 2 F2 
Réponse. l=--L, T= 2x |/ Ph 


Exercice 21.3. Un cylindre homogène de rayon R et de poids P roule 
‘sans glisser sous l’action d’une force constante horizontale F exercée sur le 
fil enroulé sur la fusée de rayon r du cylindre (fig. 21.19). Déterminer l’accélé- 
ration du centre de masse du cylindre dans son roulement sur un plan hori- 
zontal, sachant que le moment d'inertie du cylindre par rapport à son axe 
-est égal à J. 

Indication. Ajouter aux trois équations différentielles du mouve- 
ment plan du cylindre les équations cinématiques; puisqu'on a y = R pendant 
toute la durée du mouvement du cylindre, on a y = 0; puisque le cylindre 
roule sans glisser, le point À est le centre instantané des vitesses du cylindre, 


en sorte que ve = zo — Ro — Rg et par conséquent xc — À. 


Réponse. ve = 20 = Er 8 


Exercice 21.4 Une force horizontale F est exercée sur l'axe d’un 
essieu monté de rayon À et de poids P se trouvant dans une portion horizontale 
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de la voie ferrée (fig. 21.20). Le rayon de giration de l’essieu monté par rap- 
port à son axe est égal à p, le coefficient de frottement de glissement est égal à f. 
Quelle doit être la force F pour que l’essieu menté roule sans glisser? 


EPST TP TT DT CL 


Fig. 21.20 Fig. 21.21 
Indication. Voir l'indication à l’exercice 21.3. Le roulement étant 
sans glissement, on à Fr SN — fP. 
: R? + p? 
Réponse. F<f—;5-P. 


Exercice 21.5. Mêmes conditions, mais la force F est remplacée 
bar un moment môteur Mymot (ig. 21.21). 


Réponse. Mymot <i— EP. 


CHAPITRE XXII 


DYNAMIQUE DU SOLIDE (suite) 


$ 1. Géométrie des masses 


1.1. Formule générale du moment d'inertie du solide par rapport 
à un axe quelconque. Conformément au théorème de Steiner (ch. XXI, 
n° 4.2), on peut exprimer le moment d'inertie du solide par rapport 
à un axe quelconque à l’aide de son moment d'inertie par rapport 
à un axe parallèle passant par son centre de masse. [l importe donc 
d'étudier la relation qui existe entre les moments d'inertie par rap- 
port aux différents axes passant par le centre de masse du solide. 
Nous poserons cependant ce problème d’une facon plus générale 
et mènerons l’axe O[ par un point © qui ne se confond pas forcément 
avec le centre de masse du solide. Soit un système de coordonnées 
cartésiennes rectangulaires Oxyz d’origine en O et aux axes invaria- 
blement liés au solide (fig. 22.1), 
et soient &, $ et y les angles que 
fait l'axe OÙ avec les axes Or, 
Oy et Oz. Considérons un élément 
matériel N du solide de masse 
Am et de coordonnées x, y, =. 
Soit À — NL la distance de N à 
l’axe Of. Calculons 


OL — pro] oiUN = (ON, l) = 
= (ri + y} + zk) (1 cos a + 
+ 7 cos B + Æcos y) — 
= x Cos a + y cos P + z cos Y. 
Ici Z'est le vecteur unité de l’axe 
OL et à, 7, k ceux des axes Ox, Oy, 
Oz. Sachant que la somme des carrés des cosinus directeurs est 
égale à l'unité (cos? & + cos? B + cos? y — 1}, on obtient pour h°: 
h? = ON? — OL = 2° + y? + 7? — (x cos a + y cos f + z cos y)? — 
— (22 + y? + 3?) (cos? & + cos? f + cos? y) — 
— (x cos & + y cos B + z cos y}? — (y? + 2?) cos? à + 
+ (22 + x?) cos? PB + (x? + y*) cos? y — 2yz cos B cos y — 
— 2x COS Y COS &  2xy cos & cos À. 


Fig. 22.1 
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Le moment d'inertie J,, du solide par rapport à l’axe Ol est égal, 
d'après la définition (ch. XXI, n° 1.4) et la formule (21.1), à 


To =D Am-h?= cos a », (y2+ 22) Am + cos? f © (22+ x?) Am + 
+ cos? y à (22 + y2) Am — 2 cos f cos y À yz Am — 
— 2 cosycosa }, zrAm—2 cosa cos fi à xy Am. 


La troisième somme dans cette expression représente J,,, moment 
d'inertie du solide par rapport à l’axe Oz (voir la formule (21.1a)); 
de même, les deux premières sommes sont J,, et J,,, moments 
d'inertie du solide par rapport aux axes Ox et Oy. 

On appelle produits d'inertie (ou moments centrifuges) du solide 
les quantités J, J';x, Jxy définies par les formules 


J'y = 21yz Am, Jzx = Di2x Am, J'y — D x Am, (22.1) 


où x, y, z sont les coordonnées d’un élément du solide de masse Am 
dans les axes Ox, Oy, Oz associés au solide ; la sommation est étendue 
au solide tout entier. Les produits d'inertie, comme les moments 
d'inertie, ne dépendent que de la répartition des masses dans le 
solide, ainsi que de la disposition des axes; ce sont donc des gran- 
deurs constantes pour le solide donné et les axes invariablement 
liés à ce dernier. Le calcul des produits (et moments) d'inertie du 
solide se réduit dans le cas général au calcul d'une intégrale triple 
étendue au volume du solide. 
La formule de J 4, s’écrira maintenant comme suit: 


Jo = Jox Co à + Jo, cos* B + Jo, cos? y — 27,, cos fi cos y — 
— 2J,x COS y cos a — 2J,, cos a cos f. (22.2) 


1.2. Ellipsoïde d'inertie. Trouvons sur l’axe OL un point P tel que 


{ 
OP = | 
V Jo 
Ses coordonnées £, n, £ seront 
t-OPcosa— COS œ __ cos f __ cosy 


Vrai” VVTa Via 
Portant dans (22.2) les expressions 
cosa=VTuë, cos Van cosy=VTat 
et divisant par J,,, on obtient 
Joxë* + Joy” + Jo? — ZT 206 — 2 xt — 2Jxy5n = 1. (22.3) 


C'est l’équation du lieu géométrique des points P dont la distance 
à l’origine des coordonnées est inversement proportionnelle à la 
racine carrée de leur moment d'inertie par rapport à l’axe O[. Puis- 
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qu'on à Joy, = © (car le solide est situé dans une portion finie de 
l’espace) et J 4, 0 (les points du solide ne sont pas alignés), on 
a aussi OP 0 et OP Æ ©. Il n’y a qu’une seule surface du second 
ordre exempte de points singuliers: c’est l'ellipsoïde. L’équation 
(22.3) est donc celle d’un ellipsoïde, dit ellipsoïde d'inertie du solide 
relativement au point O. 

L’ellipsoïde d'inertie varie en fonction du point O. L’ellipsoïide 
d'inertie relatif au centre de masse C du solide est appelé central. 

Si deux produits d'inertie J,,, J,+k indiciés par le même axe Oz 
s’annulent simultanément, 


Ty = d'yx = 0, 


l’axe Oz devient axe principal d'inertie du solide relatif au point {/. 
L'axe principal d'inertie passant par le centre de masse C du 
solide s'appelle axe central principal d'inertie du solide. 
Si chacun des axes Czx, Cy, Cz est central principal, on a 


Jyz = Jrx = J'ry = 0. 


L’équation (22.2) de l'ellipsoïde d'inertie dans les axes ceutrnux 
principaux d'inertie devient 


J'ot + J'ogn? + Jo? = 1. (22.4) 


1.3. Propriétés de l’ellipsoïde d'inertie et des axes centraux prin- 
cipaux d'inertie. 

1° Proposons-nous d’allonger le solide par la pensée dans une 
direction perpendiculaire à l’axe OÙ. La distance À augmentera, 
de même que J,,; autrement dit, le point P deviendra plus proche 
de O. L'’ellipsoïde d'inertie relatif à © s’aplatira le long de l’axe, 
conformément à la déformation générale du solide. S'agissant d'un 
solide parfait, il serait plus juste de dire que la déformation de 
l’ellipsoïde d'inertie est « conforme en moyenne » à la répartition 
des masses par rapport au point ©. 

20 Si les ellipsoïdes d'inertie relatifs aux points O et O’ admettent 
00" comme axe principal d'inertie, cet axe passe par le centre de 
masse € du solide (c'est-à-dire représente un axe central principal 
d'inertie du solide) et est principal relativement à tous ses points. 

Démonstration. Prenons la droite 00° comme axe Oz 
(fig. 22.2), traçons les axes Ox, Oy et les axes parallèles O’x", O'y. 
On a alorsxz —æ zx ,y —y",z — 2 + ce, où c — 00". On a par défi- 
nition jy; = Jex = J'y = Jr = 0, et l’on obtient à l’aide des 
formules (19.2) 


Ji=> yz Am = ?1 y (z' +c) Am —Jypy+eY y'Am — cMyc = 0, 
Jax=DzrAm=S(z +c)z'Am— JT, +cD zx Am=cMrxg=0, 
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où M — Am. Par conséquent re — ye = 0, c'est-à-dire que le: 
centre de masse du solide est situé sur l'axe O0". Prenons sur 00° 
un point quelconque O* tel que OO* = c*, et calculons 


Jin = D y*z* Am = D y(2—c*) Am =J,—c%x > yAm — 0, 


Joue D 2*2Am= 9 (2—c*)xAm—J,,—c* > xAm=—0. 


Cela veut dire que l’axe O0” est aussi principal relativement aw 
point O*. La propriété 2° est démontrée. 

30 Si le solide parfait homogène admet un axe de symétrie, ce 
dernier est axe central principal d'inertie du solide par rapport 
à chacun de ses points. 

Démonstration. Le centre de masse C du solide est 
toujours situé sur l’axe de symétrie (voir ch. VE, n° 2.1). Il ne reste 


Z |: 
N'Ez:4,2) 
HS 
| | 
Z M2) 
-4 / 
LR 
V d 
/ 


Fig. 22.2 Fig. 22.3 


donc qu'à montrer que l’axe de symétrie est toujours axe principal 
d'inertie du solide relativement à n'importe quel point de l’axe. 
Soit Oz (fig. 22.3) un axe de symétrie; pour chaque élément maté- 
riel W du solide de masse Am et de coordonnées x, y, z, on trouve 
un élément identique N”’ de coordonnées —x, —y, z, si bien que 


Jyz = Yyz Am = 0, Jrx = D zx Am = 0, 
ce qu'il fallait démontrer. 


Exemple 22.1. Construire l’ellipsoïide central d'inertie pour un cylin- 
dre circulaire homogène de rayon À, de hauteur H et de densité 8 (fig. 22.4). 

Solution. Pjaçons l'origine des coordonnées dans le centre de masse € 
du cylindre ; dirigeons l'axe Cz suivant l’axe de symétrie, les axes Cr, Cy étant 
disposés de façon quelconque dans le plan de symétrie. Puisque Cx, Cy sont, 
eux aussi, des axes de symétrie, on a d’après la propriété 30 


Ty = Jox = dey = 0, 
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<e qui veut dire que les axes choisis sont centraux principaux. Le moment d’iner- 
tie du cylindre par rapport à l’axe Cz se définit par la formule (24.8): 
Joz= MR? 
2 
où M = nR?H$ est la masse du cylindre. Le moment d'inertie du cylindre 
par rapport à l'axe Czx se définit par une formule analogue à (21.2a): 


H/2 
Jex= || B (y? + 22) dx dy dz —$ À dz LE drdy + 
D - Hj2 D° 
H/2 27 R 
; HS R1 
+ p | z? dz | À'asay=6# | sinodo [rar pe art pra + 
—H/2 ‘D° ) Ô 
1 ponrens- Lure + © in 
12 4 12 | 


Pour calculer l'intégrale triple étendue au volume D du cylindre, nous avons 
passé dans le plan Czry (le domaine D' est un cercle de rayon R centré en C) 


Fig. 22.4 Fig. 22.5 


aux coordonnées polaires (voir Piskouno wv, t. II, ch. XIV, $$ 5et 13). On « 
évidemment Joy = Jcx. L'équation de l’ellipsoïde central d'inertie dans les 
axes principaux Czx, Cy et Cz s'obtient à partir de (22.4): 

(ur: Fa _ MH?) (En?) + MR 1, 


C'est un ellipsoïide de révolution de demi-axes 


2 2 


à = D = —— C=— a 
; R V 2M 


V/ mm ++ ME? 


représenté sur la figure 22,4 pour A = 2R. 
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1.4. Calcul des produits d’inertie. Citons trois autres propositions 
qui viennent s'ajouter à celles du n° 1.3, 

Ï. Si le solide admet un plan de symétrie, toute droite perpendi- 
culaire à ce plan est axe principal d'inertie relatif au point d’inter- 
section de cette droite et du plan. 

_ Démonstration. Soit Oxry un plan de symétrie du solide; 
à chaque élément de masse Am de coordonnées x, y, z correspond 
alors un élément identique Am de coordonnées x, y, —Z, si bien que 


Jy2 = 2y3 Am = 0, Jrx = 222 Am = 0, 


ce qu'il fallait démontrer. 

II. Faisons tourner les axes Oy, Oz d’un angle & autour de l’axe 
Ox dans le plan Oyz jusqu'à amener Oy et Oz sur les axes Ov, Ow 
situés dans le même plan Oyz et réciproquement perpendiculaires 
(fig. 22.9). S'il se trouve que l’un des axes Ov, Ow au moins est axe 
principal d'inertie du solide relativement au point ©, le produit 
d'inertie J,, s'exprime par 


= ou Jo)sin2 (22.5) 


Démonstration. D'après les formules qui définissent 
la transformation des coordonnées cartésiennes rectangulaires à la 
suite d’une rotation des axes (voir Efimov, ch. 2,$9),ona 


y —= V COS & — W Sin &, Z = v sin &œ + w Cos œ. 
Il vient donc 


Ty = Dyz Am =" sin & cos & (Div? Am — Diw*? Am) + 


+ (cos? & — sin? œ)>,uw Am. 
Or, la seconde somme s’annule par hypothèse, et l'on retronve la 
formule (22.9). | 
III. Soit C le centre de masse du solide ; les axes de coordonnées 
Cy'. Cz' sont contenus dans le plan Oyz et parallèles aux axes Oy, Oz 
respectivement (fig. 22.6). Le produit d'inertie a alors pour expres- 
sion 


Ted Mere: (22.6) 


où M est la masse du solide et xc, yo, Ze les coordonnées du centre 
de masse C du solide par rapport à Oxyz. 
Démanstration. On a de toute évidence 


y=Y + Yo 2= 2 +2 
<t bien que 
To Siyz Am = dy" 2 Am + Yczc D) Am + 
— 2c);y" Am + yodiz" Am. 


27—01146 
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Or. les deux dernières sommes sont respectivement égales à Myc 
et Mzc (voir les formules (19.2)), c'est-à-dire qu’elles s’annulent, 
et nous retrouvons (22.6). 


$ 2. Efforts exercés sur l’axe du solide en rotation 


Quand le rotor d’une machine tourne rapidement autour de 
son axe fixe, il engendre des forces d'inertie considérables qui agis- 
sent sur les paliers de l’arbre et font augmenter très sensiblement 
les efforts dans les paliers. Ces phénomènes nuisibles disparaissent 
quand les forces d'inertie des masses tournantes sont en équilibre. 
Dans les machines modernes rapides, l'équilibre des forces d'inertie 
constitue un souci constant du concepteur. 

Les efforts exercés par le solide tournant en les points d'appui 
de son axe sont égaux en module aux réactions d’appui en les mêmes 


z | z”| 
(A Lé 
: ÿ 
|| 
2e 
_# 
Fig. 22.6. Fig. 22,7 


points, mais ont des sens contraires. Le problème des efforts sur 
l’axe se réduit donc à la recherche des réactions d'appui. Pour déter- 
miner les réactions d'appui d’un solide mobile en rotation, nous 
utiliserons le principe de d'Alembert qui consiste à ajouter aux 
forces réelles appliquées au solide les forces d'inertie fictivées. 


2.1. Résultante générale et moment résultant des forces d'inertie. 
Soit un solide mobile en rotation autour d’un axe fixe AB sous l’ac- 
tion d’un système de forces connues F,, F,, ..., F,. Adoptons 
AB comme axe Az (fig. 22.7). Associés au solide, les axes Az et Ay 
tournent avec ce dernier. 

Choisissons dans le solide un élément de masse Âm situé à une 
distance de l’axe Az. Les coordonnées définissant la position de 
cet élément seront 


z = hkCoS «, y —= h sin &, z = Const. 
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Appliquons à l'élément considéré les forces d'inertie normale et 
tangentielle (voir fig. 22.7) d’intensités respectives 


I, = Am:w, = ho? Am, 1, — Am'w, — he Am, 


où æ et € sont la vitesse angulaire et l’accélération angulaire du 
solide. Chaque force d'inertie est orientée en sens inverse de l’accélé- 
ration correspondante. La force d'inertie normale est toujours 
orientée à partir de l’axe le rotation, c'est pourquoi on l’appelle 
parfois force centrifuge (à ne pas confondre avec la force homonyme 
réelle appliquée à la liaison 1). Nous avons supposé (fig. 22.7) que 
le solide tourne avec accélération dans le sens positif; on a donc 
@ >> 0 et & => 0, si bien que la force d'inertie tangentielle est diri- 
gée suivant la tangente et orientée dans le sens négatif. 

Réduisant les forces d'inertie de tous les éléments du solide 
à un centre commun, par exemple au point À (comme on l’a fait 
dans le ch. V, $ 2), on obtient dans le cas général une force résultante 
appliquée au centre de réduction et équipollente à la résultante 
générale Ri, des forces d'inertie, et un couple éultant de moment 
équipollent au moment résultant Lin des forces d'inertie par rapport 


au centre de réduction : 


R'=Rh=D1,+D1, Li= > Mom,l,+ > Momil,. 


Calculons les projections de la résultante générale des forces d’iner- 
tie sur les axes Az et Ay (voir fig. 22.7): 


À, SI: + Dr = She Am sin & + Dhow? Am cos & — 
— £2,y Am + &?ÿ x Am, 
— he Am cos a + D'ho? Am sin « — 
= —Eÿx Am + ow2ÿy Am. 


Utilisant les formules (19.2) des coordonnées du centre de masse 
du solide et désignant la masse du solide par M, on obtient 


| 
| 


R,, = 2,15 + Is 


R, = M (eye + o°xc), Ry = M(—exzc + w°yc). (22.7) 


Puisque les forces d'inertie agissent dans un plan perpendiculaire 
à l'axe de rotation, on a 
R,=1. 


Le module de la résultante générale des forces d'inertie se calcule 
à l’aide de la formule (22.7): 


Rin=V (Ri)2+ (R2= M V (x8+ ve) Fe). 
27* 
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Le moment résultant des forces d'inertie se calcule à l’aide des 
formules (5.12) et (5.2): 
i ] k 
= } Am Z y ie 
eyLox —ex toy 0! 
On en tire les expressions des moments des forces d'inertie par 


rapport aux axes Ax, Ay, Az (c'est-à-dire des projections du moment 
résultant des forces Donene sur les axes indiqués): 


Léx = = g D) zxAm—w? Ÿ yzAm, 
Liy=e > + &? 3) zxAm, 
Li=—8) (x2-- y?) Am. 
Les quatre premières sommesreprésentent les produits d'inertie (22.1), 
et la dernière somme, le moment d'inertie (21.1a) du solide. Nous 
écrivons donc 
Lie = d'y — do, Lay=dytt dt, La —Jas. (22.8) 
2.2. Réactions dynamiques. Passons à l'établissement des équa- 
tions (20.7) et (20.8), souvent appelées équations de cinétostatique. 
Supposons que l’appui en À soit matérialisé par une crapaudine, 
et en B, par une articulation rotoïde (le problème devient alors 
isostatique, voir ch. V, n° 3.3). Les composantes des réactions seront 
désignées par X,, F,, Z4, Xp Y », et la distance AB par H. 
Alors 
Tous les autres moments des composantes des réactions sont nuls. 


Puisqu’il en est ainsi, nous déduisons de (20.7) et (20.8), en faisant 
intervenir (22.7) et (22.8), les six équations suivantes: 


D 2, + Xa+ Xe + Meyc + More =0, (22.9) 
2 YitYa+Ys—Merc + Moyc=0, (22.10) 
È Zu +Za=0, (22.11) 
2 MOM ax Fu — Yet dore — d'y = 0, (22.12) 
à momay Fa + Xe + Je +7,07 =0, (22.13) 
Ÿmomy, Fi 1,8 = 0: (22.14) 


H=i 
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La dernière équation, qui ne contient aucune réaction, représente 
l'équation différentielle (21.15) de la rotation du solide autour d’un 
axe fixe. Les cinq premières équations servent à déterminer les 
cinq projections X ,, Ÿ 4, Z a, X p, Ÿ R des réactions d'appui pendant 
la rotation. 

Si le solide était fixe (6 — € = 0), les deux derniers termes dans 
les équations (22.9), (22.10), (22.12), (22.13) s’annuleraient, et l’on 
obtiendrait les équations de l'équilibre statique (voir (5.40)) d'où 
l'on déduirait les projections des réactions d'appui en repos (réac- 
tions statiques) XSt, YSt, Z5t, XSt, YSt. Quant à l'équation (22.14), 
elle exprimerait dans ce cas la condition d'équilibre du solide. 
La différence entre les réactions d'appui en rotation et en repos 
s’appelle réaction dynamique (complémentaire) de l'appui: 


RÉ =Ra— RE; RST—=R;—RS. 
Les projections correspondantes s’écrivent alors sous la forme 
AP" =Xa—XE, YA = Va VE, ZA =Zi—2à, 
XP = Xp—X8, Yhr=Yp—Yp. 


Les équations (22.9) à (22.13) et (5.40) donnent lieu aux équations 
qui définissent les projections des réactions dynamiques des appuis: 


XA + XET = — Meyc— Murc, 
VÉHYÈTE Merc— Moye, ZM = 0, 
HV" = Je J 0, HXB = —J,,e—J,.02. 


Les solutions de ces équations nous donnent les formules des projec- 
tions des réactions dynamiques : 


Xe — Meyc — More _— (Je + J,07?),, 
YÉ = Mer — Motyo+ (diet Jo), ZE"=0, (2245) 
AR Get on, VE Le To) 


2.3. Mise en équilibre des forces d'inertie. Proposons-nous de 
déterminer les conditions sous lesquelles les réactions engendrées 
par la rotation restent identiques aux réactions statiques ; autrement 
dit, il s’agit de chercher les conditions pour que les réactions dynami- 
ques s’annulent. | 

Des deux dernières équations (22.15) il ressort que pour annuler 
ROM, il faut et il suffit qu'il y ait J,, — J,x — 0, c’est-à-dire que 
Az soit un axe principal d'inertie relativement au point À (voir la 
définition dans le n° 1.2). Si cette condition est vérifiée, les deux 
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premières équations (22.15) deviennent 
XP = __ Meyc—Mote, Ye Merc — Mo?yc. 


Si w et e ne sont pas identiquement nulles, pour annuler Rd, il 
faut et il suffit qu'il y ait xe = yo — 0, c’est-à-dire que le centre 
de masse C du solide se trouve sur l’axe de rotation. Autrement dit, 
il faut que l’axe de rotation Az soit un axe central principal d’iner- 
tie du solide (voir la fin du n° 1.2). 

Conclusion. La rotation du solide n'engendre aucun effort 
complémentaire sur l'axe (en plus des réactions statiques) si et seule- 
ment si son axe de rotation fixe se confond avec un des axes centraux 
principaux d'inertie, Autrement dit, la condition nécessaire et 
suffisante de la mise en équilibre des forces d'inertie du solide en 
rotation est que l'axe de rotation soit un axe central principal 
d'inertie du solide. 

Nous savions déjà que le solide pouvait effectuer par iner- 
tie, c’est-à-dire sans l'intervention des forces actives extérieures et 

2 en l'absence de toute liaison, 

y dr a) un mouvement de translation rec- 

8 tiligne uniforme (ch. XIX, n° 1.4). 

Désormais nous pouvons y ajouter: 

b) un mouvement de rotation uni- 
forme autour de n’importe lequel de ses 
axes centraux principaux d'inertie; 

c} les mouvements a), b) combinés 
d’une façon quelconque. 


[4 


Exemple 22.2. Une barre mince homo- 
gène de poids P et de longueur ! tourne avec 
une vitesse angulaire constante @ autour 
d'un axe vertical AB qui passe Par son centre 

A 4 de masse C. L’axe de la barre fait un angle 
constant æ avec l'axe de rotation AB (lg. 
— 22.8). On demande de déterminer les réactions 

dynamiques des appuis. 
T Solution. Choisissons le repère Azxyz 
Fig. 22.8 de la façon montrée sur la figure 22.8 et cal- 
culons les produits d'inertie J,., J,.,. Puisque 

la barre est contenue dans le plan Ayz, on a 


Jr = DizrAm = 0, 
car z — 0 pour chaque élément de masse de la barre. Adoptant le centre de 
masse C de la barre comme origine, traçons l’axe Cy’ parallèle à Ay, l'axe Cv 


confondu avec celui de la barre et l’axe Cw perpendiculaire à Cv. Il vient alors 
en vertu de (22.5) 


Jr, 0 (Zcw-—Jcr) gin [2 (90°—«)}l, 


Le moment d'inertie de la barre par rapport à l'axe Cv est égal à 
Jcv — 0, 
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la barre étant suffisamment mince par définition. D’après la formule (21.6) 


LP, 
et Pr 
De la formule (22.6) il ressort que 
1 À 
Jyz= 397 7 lsin 20, 


car yo = (. | 
Les formules (22.15) nous donnent maintenant les projections des réactions 
dynamiques des appuis .. 
ao — és —=0, ya = — és 54 2H 20? sin 2. (1) 
La figure 22.7 permet de voir que les réactions dynamiques des appuis for- 
ment un couple de forces de moment égal à | 
M jyn = YU = _—. lo? sin 2œ 
et orienté dans le sens positif de l'axe Ax. 

On peut d’ailleurs aboutir au même résultat sans faire intervenir les for- 
mules (22.15). En effet, la résultante générale des forces d'inertie est R° — 0 
conformément à (22.7): d'autre part, il ressort de (22.8) que les projections 
du moment résultant des forces d’inertie sont égales à 

Le = pe lo? sin 2x, L?,=L,=0, 


ce qui revient à dire que les réactions dynamiques des appuis (1) font équilibre 
aux forces d'inertie de la barre en rotation. 


$ 3. Exemples d'application des équations de Lagrange 
à la dynamique du solide 


Les exemples qui vont suivre ne pouvaient pas être cités dans 
le paragraphe 2 du chapitre XVIII. En effet, bien que la notion 
d'énergie cinétique du système de points matériels soit introduite 
lors de la déduction des équations de Lagrange (paragraphe indiqué), 
les formules qui permettent de calculer l’énergie cinétique du solide 
et le travail des forces dans la rotation 
de ce dernier n'apparaissent que plus 
tard, dans le chapitre XXI. Réunissant 
tous ces éléments, nous pouvons mainte- 
nant aborder les exemples. 


Exemple 22.3. La transmission de la 
rotation entre deux axes coplanaires perpendi- 
culaires est réalisée par deux engrenages coni- 
ques à z, et z, dents (fig. 22.9). Les moments 
d'inertie des arbres portant les engrenages sont 
respectivement J, et J,. Déterminer l'accéléra- 
tion angulaire du premier arbre, sachant qu'il 
est soumis à un moment moteur M, tandis 
que le second arbre est soumis à un moment résistant —M;. 

Solution. Le système a un degré de liberté; adoptons comme coor- 
donnée indépendante l'angle de rotation œ du premier engrenage. L'énergie ciné- 
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tique du système est égale à 
Dit Tan Net 5 Jio. 


Les vitesses angulaires ©. et &: des engrenages vérifient la relation (voir l’exem- 


ple 8.2} 
Oo — k@:, 


où le coefficient & — 21/2, est le rapport de transmission, ou rapport des vitesses. 
111 vient donc définitivement 


D a) Gb (Ja + 870) 4 


Déterminons la force généralisée Q%. A cet effet, donnons au système un 


déplacement virtuel en tournant le premier engrenage d’un'angle ô®. Le second 
engrenage tournera d’un angle ôp, — kôw. Calculons le travail élémentaire des 
| moments appliqués lors du déplacement 
virtuel du système d'après la formule (21.24): 


æ 
A — Qoôp — M10p — MôPa — 
=(M, — kM3) ÔY. 
D'où 
ÔAÀ 
Fig. 22.10 Nous voyons que la force généralisée est le 


moment réduit au premier axe. Etablissons 
l'équation de Lagrange (18.11) pour l'unique coordonnée indépendante q: 


d OT ôT —Q 
— [— | ————Qo. 
at 8@ | ôp 


En y portant 7 et @,, on obtient 
(Ji + RÈT 2) p=M;—kM;. 


L'accélération angulaire du premier engrenage sera donc 
M; — KM , 
Ji+k2 


Exemple 22.4. Le pendule elliptique est un système compose de deux 
corps mobiles dont le premier (M.,, fig. 22.10), de poids P;, glisse sans frot- 
tement dans les guidages horizontaux et le second (M.), de poids P,, est relié 
au premier par une barre sans poids de longueur ! et animé d’un mouvement 
vscillatoire dans le plan vertical. Former l'équation du mouvement et déter- 
miner la période des petites oscillations du pendule elliptique. 

Solution. Le système a deux degrés de liberté. Comme coordonnées 
indépendantes, nous retiendrons l’abscisse x du centre de gravité du mobile 
M, et l’angle d'écart de la verticale q (élongation angulaire) de la barre. Les 
coordonnées  cartésiennes de M, sont 


zs =2z+lsin Q, Ya = À cos op, 


et les projections de la vitesse de M, s'expriment donc par 


E£—= 


Z=z+ipcosp, Va —lpeing. 
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L'énergie cinétique du système est égale à 


PiTPa 3e y Pal ppt 920 
œ - x? À 3 (Ip? + 2rp cos q). 
Le travail des forces P,, P, (poids des solides) reste nul dans tout déplace- 
ment réel de #, sur le plan, car P; L Ox et P, L Ox. La force généralisée Q, 
s’annule donc, tandis que la force généralisée Q4 se définit de la même façon 


que dans l'exemple 18.3: 
Qy — —Pil sin y. 


On aboutit à la même expression en partant de la formule de la fonction de 
forces du champ de la pesanteur (exemple 15.6) 

U — mgy — Pl cos p 
et en la dérivant par rapport à œ: 


dU ë 
Qo 9 4 sin ®. 


Formons les équations de Lagrange (18.11) pour le système considéré: 
d oT ôT d ôT oT 
e Le, —=Qx=0, e vi —Qœ: 
dt 8 ) ôx dt 0 0 


A cet effet, calculons d’abord 
oT OT _PatPars Pal: 


êx dé 0 £ & no 
LORS L 29 sin, ee Up+z cos q), 
ôP £ ô®p 8 | 
Les équations du mouvement du pendule elliptique s’écriront donc sous la forme 
+ [HE 24 2 peosg | 0. (1} 
LE q + x cosp=—Pelsin®. (2) 


De (1) se dégage une intégrale première (dite cyclique) 
(P + P:) z + Plp COS ® — c — Const. 
Supposons qu’à l'instant initial & — 0 le système est en repos et que l’élongation 


angulaire est @. On a donc z 0) — o (0) — 0, p (0) = ps. Portant ces valeurs 
dans l’intégrale. première ci-dessus, on obtient c — 0, d'où 


(P1 + P3) z + P,1p cos o = 0, (14) 


Pour de faibles oscillations l'angle q reste petit, si bien que sin g æ @, cos g Æ 
% 1. Les équations (la) et (2) deviennent alors 


s e + | .e 
(PitPhs= —Pp, + s+Ép=0 
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La dérivation de la première équation nous donne 
a 
LT  MEp, d? 


C'est l'équation différentielle des oscillations harmoniques (ch. XIV, n° 1.1) 
de pulsation 


Exemple 22.5 (problème de À. 
ss K Stodola *)} Le système à déter- 
| - Vp miner représente une poulie pesante mon- 
———— >, tée dans le centre d'un arbre flexible 

horizontal (fig. 22.11) (voir aussi l’exem- 

Fig. 22.11 ple 20.3, . 
Solution. Comme origine des 
coordonnées, nous adopterons le point 
en lequel l’axe non déformé de l’arbre est intercepté par le plan médian de 
la poulie. Le système proposé admettant trois degrés de liberté, nous choisirons 
comme coordonnées indépendantes les coordonnées polaires r, o du centre 
de gravité S de la poulie et son angle de rotation (élongation pa Pr Ÿ. 
La poulie effectue un mouvement plan; son énergie cinétique 7 se définit par 

la formule (21.29), 


ÿ k — Pit Pa £ 
P; l 
et de période nn 
| “| LE, ce a 
| | à Pi+Pls € 
d: 


_ 1 aa Leo _— 49 

Te mit Ts20 O — ). 

Utilisant la formule (11.3) de la vitesse du point en coordonnées polaires, nous 
obtenons 


Posons 
J Sz — mp}, 


où m est la masse de la poulie et p le rayon de giration (ch. XXI, n° 1.1). L’éner- 
gie cinétique de la poulie s’écrira alors sous [a forme 


= mi (r2-L r2q) + _ mp? 2 . 


La poulie est sollicitée par son poids mg et par une force élastique K (K — 
= cR, où R = OW) appliquée au point d'emmanchement W de la poulie. 
Le De de la force élastique pendant Ia variation de R entre R, et R est 
égal à 


R 
| { 
À = | cR dR — CR cR$. 
R, 


#) Aurel Stodola, ingénieur suisse (1859-1942). 
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L'énergie potentielle V de la poulie est égale à la somme des travaux accu- 
mulés des forces en jeu: 


VA me cR3— + cRR+mgr sin q. 
Dans le triangle OWS on a 


R3 = r3 + 6% + 2er cos (Ÿ — ) {e = WS), 
et la fonction de forces U = —V s'écrit 


U—= + c{r2Le2-f 2er cos (b—p}] —mzgr sin p+ _ cR?, 
tions de Lagrange (18.11a): 


Les équations du mouvement de la poulie se présentent sous la forme des équa- 
d ôT ôT 
dt 


_aT_oU  dfor\ 07 _ a 
or r  ôr ° (Se) ar 
d'[oT\_ TL a 
dt | %) 0ÿ 6% 
Calculons les quantités 
OT yon, 2T OT 


ôT ; 
26 &p 


MT, 7 —=mr, 
ôr 0 

ep | 

oÙ 

0® 


— cer Sin (—P)—mercosp, —— 


5v = cer Sin (Ÿ®P) 
et mettons les équations de Lagrange sous la forme 


" à rq° _ 


— où [r+e cos (b— p}]—g sin , 
rp +2rp= — wie sin (b—q)—£ cos y, 

pb = wier sin (p—p). 
Ici 


est la vitesse angulaire critique de la poulie (voir l'exemple 20.3). Les équations 
citées admettent comme solution 


.. Oct Â 4 
= en EE ; P—-S Oets Path: Wet, 
ce que l’on vérifie par substitution directe. Soulignons qu’une telle solution 
particulière n'existe que pour Ÿ — 


L J @e/2, c'est-à-dire pour une seule vitesse 
angulaire de l’arbre, égale exactement à la moitié de la vitesse critique. La 
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trajectoire du centre de gravité S de la poulie est un limaçon de Pascal dont 
la forme est fonction de l’excentricité e et de la valeur critique de la vitesse 
angulaire @.. Sur la figure 22.12 la courbe est construite pour «2 — 3gle. 


Exercices 


Exercice 2:.1. Le triangle rectangle ABD constitué de barres arti- 
culées en À, B, D tourne autour de l'axe vertical AD avec une vitesse angu- 
laire constante « (fig. 22.13). La barre AB de poids P et de longueur ! fait 
un angle œ avec l’axe de rotation. Déterminer la réaction totale de l’articu- 
lation À . l'effort exercé sur la barre BD sans tenir compte du poids des barres 
AD et B 

Indication. Pour déterminer l'effort T, sectionner le triangle en 
B et analyser le mouvement de la barre BD. Pour calculer les forces d'inertie, 


D T B 
Fig, 22.12 Fig. 22.13 


isoler un élément de la barre de longueur dh situé à la distance À du point 4. 
Le système des forces d'inertie F4] des éléments de la barre est un système 


plan de forces parallèles. Le point d'application X de la résultante de ce système 
(centre des forces parallèles) est situé sur la même droite horizontale que le 
centre de gravité de l'aire du triangle correspondant, si bien qu'on à a — 
— ?/,l cos p. Le module de la résultante des forces d’inertie Rin se définit 


P 
PSE à l’aide de la formule (22.7), Rin — + of sin p. 


Ecrire trois équations de cinétostatique (ch. XX, n° 1.2). 
Réponse. Y, — — LP (go + 7 lutsiniq), 


| Lo? . Â 
HE Za=P,T= (5 sing —-+tep)r. 
+7) Exercice 22.2 Un fil inextensible est passé 


autour d’une poulie mobile en rotation sur son axe 

Fig. 22.14 horizontal ©. Une extrémité du fil porte un fardeau 

de masse m: l’autre extrémité du fil est attachée à un 

ressort vertical AB de raideur c dont le bout B est fixé (fig. 22.14). Déterminer 

la période d'oscillation du fardeau, étant donné que la masse M de la poulie 

est répartie suivant la jante et que le fil ne peut pas glisser sur la poulie. La 
masse du réssort est négligeable. 
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Indication. Le système admettantFun seul degré de liberté, on 
peut adopter comme coordonnée généralisée l'écart x du fardeau par rapport 


à sa position d'équilibre. L'énergie cinétique du système est T — gsm + 
+ _ Jo?, où J — MR? est le moment d’inertie*de la poulie par rapport à l'axe 


O et w = x/R est la vitesse angulaire de rotation de la poulie. La fonction 
de forces est U — _— (N + 2) + mez, où À = mgle est l’allongement sta 
tique du ressort. 

Réponse. T = 2n As 


CHAPITRE XXIII 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE DU CHOC ET DE DYNAMIQUE 
DU POINT DE MASSE VARIABLE 


Le présent chapitre est consacré à deux sujets différents, qui 
ont ceci en commun que le corps considéré cesse d’être parfaitement 
rigide. En effet, nous analyserons dans la théorie du choc ($ 1) 
le choc des corps mous, et dans le paragraphe 2, le mouvement d’un 
corps de masse variable. 


$ 1. Eléments de théorie du choc 


1.1. Le phénomène de choc. Supposons qu'un point matériel 
M de masse m se déplace par rapport au repère inertiel Oxyz sous 
l’action de la résultante F des forces appliquées (tant actives que 
passives, c’est-à-dire réactions de liaison). Conformément au théorè- 
me de la variation de la quantité de mouvement du point (formu- 
le (15.2)), on a pour un intervalle de temps (f, £ + 1) 


t+T 
MU, — Mmv— À F dt. (23.1) 
t 


La variation de la quantité de mouvement du point matériel est 
égale au vecteur impulsion de la résultante des forces appliquées. 
Supposons que la durée 7 de l’intervalle de temps (f, & + 7T) soit 
une quantité infiniment petite: dans tous les cas envisagés jusqu'à 
présent la variation de la quantité de mouvement était pour cette 
raison infiniment petite elle aussi (c’est-à-dire était continûment 
variable dans le temps). 

Or, il arrive que l'impulsion de la force, et par suite la quantité 
de mouvement et la vitesse du point matériel ou du solide, passent 
d'une valeur finie à une autre pendant un temps extrêmement court 
(c’est-à-dire varient d’un bond dans le temps). C’est précisément 
ce qui se produit pendant le choc. 

. On entend par choc une interaction de deux corps qui, tout en 
étant confinée dans un intervalle de temps infiniment court, conduit 
toutefois à une variation finie de la vitesse des corps. La durée du 
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choc t se mesure en millièmes de seconde et moins. Puisque les 
vitesses des points du corps changent en un temps très court, les 
accélérations des points pendant le choc atteignent des valeurs 
très élevées. Pour cette raison, les forces de choc engendrant les 
accélérations sont extrêmement élevées elles aussi. Elles se prêtent 
mal à la mesure par la méthode statique (le dynamomètre) ou dyna- 
mique (mesure des accélérations). [1 est beaucoup plus facile de 
mesurer la force de choc F,n par son 
vecteur impulsion 
t+t 
S— | Fou dt (23.2) 


t 


que l’on appelle vecteur percussion, ou 
percussion tout court. | 

Supposons que le point M de mas- 
se m se déplace suivant la courbe M,M 
sous l’action d’une force F ordinaire (fig. 
23.1). A l'instant t où le point possédait une vitesse v et se trouvait 
au point M de sa trajectoire, il s’est produit un choc. Sous l’action 
de la force de choc appliquée Fn, la vitesse du point a instanta- 
nément changé, tant en module qu'en direction. Abstraction faite 
des impulsions des forces autres que F,n intervenant pendant le 
choc, on a en vertu de (23.1) 


mu — mu= S, (23.3) 


où uw = v(t + 7) est la vitesse du point après le choc. La différence 
des vecteurs mu — mv s'appelle quantité de mouvement acquise. 

La relation (23.3), qui exprime l’action de la force de choc sur le 
point matériel, s’énonce comme suit: la quantité de mouvement 
acquise par le point matériel pendant le choc est égale au vecteur percus- 
sion. 

Cette relation est fondamentale en théorie du choc. Connaissant 
la masse du point, sa vitesse au début du choc et la percussion, on 
peut calculer la vitesse du point après le choc 


Fig. 23.1 


=D ++ S. (23.3a) 


Projetons la relation (23.3) sur l'axe fixe Ox. Il vient 
Muüx — Mr = Sy (23.4) 


où S, est la projection du vecteur percussion sur l’axe Ox. On aboutit 
à des formules analogues en faisant la projection sur les axes Oy, Oz 
du repère fixe (ou inertiel). 

La durée du choc.étant négligeable, les déplacements des points 
du corps pendant le choc sont négligeables eux aussi; on admet 
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donc que les coordonnées des points du corps restent inchangées 
pendant le choc. 

Nous aboutissons à deux conclusions pratiques: 

40 les actions des forces ordinaires (telles que le poids) pendant 
le choc sont négligeables ; 

20 les déplacements des points du corps pendant le choc sont 
également négligeables. 

Dans l'étude du choc, la nature physique des corps joue un rôle 
essentiel. On distingue deux phases du choc. En première phase les 
corps se déforment (se compriment) jusqu'à ce que la vitesse de leur 
rapprochement s’annule. L'énergie cinétique du mouvement relatif 
des corps se transforme pendant cette phase en énergie potentielle 


71 —-S 
M au 1 
} h 
| u | u . 
] 
fm | nl 
y 
1 
Fig. 23.2 Fig. 23.3 


de déformation, énergie thermique, énergie des vibrations sonores, 
etc. En deuxième phase les corps reprennent leur forme initiale 
grâce à leur élasticité. L'énergie potentielle de déformation se trans- 
forme alors de nouveau en énergie cinétique, et après la deuxième 
phase le contact des corps prend fin. 

Si les deux corps sont parfaitement mous, ou inélastiques, le 
choc se termine en première phase. Si les deux corps sont parfaite- 
ment élastiques, leur énergie cinétique totale à la fin du choc est 
la même qu’au début du choc. 


1.2. Choc direct central d’un corps sur une surface fixe. Considé- 
rons le choc d’un corps, par exemple d’une boule (pour plus de faci- 
lité), contre une surface fixe. Supposons que le vecteur vitesse vw 
de son centre de masse coïncide au début du choc avec la normale à 
la surface au point de contact (fig. 23.2); un tel choc est appelé 
direct. Supposant que la boule se déplace en translation avant et 
après le choc, nous l’assimilons à un point matériel. 

Après le choc, la boule acquiert une vitesse z dirigée suivant la 
normale dans Le sens opposé. L'expérience montre que le module du 
vecteur vitesse à la fin du choc est proportionnel à celui du vecteur 
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vitesse au début du choc: 
u = kv. (23.5) 


Le facteur de proportionnalité À s'appelle coefficient de restitution. 
Il est entièrement défini par le matériau de la boule et de la surface 
fixe. La valeur de # caractérise la nature de la collision des deux 
corps qui se rencontrent. Trois cas sont à distinguer: 

1° À = 0, si bien que la vitesse après le choc est w —.0. Le 
choc est terminé en première phase: la boule ne reprend pas sa for- 
me primitive. C'est le choc des corps parfaitement mous; 

2° k = 1, et la vitesse à la fin du choc est égale en module à la 
vitesse au début du choc, u — v. C’est le choc des corps parfaitement 
élastiques, la boule reprend complètement sa forme primitive; 

39 0 < k < À, donc u << v: le module de la vitesse après Le choc 
est plus petit qu’au début du choc. C’est le choc des corps imparfaite- 
ment élastiques: la boule ne reprend sa forme qu'’incomplètement. 

1.3. Détermination expérimentale du coefficient de restitution. 
On place une bille à une hauteur À, par rapport au plan fixe hori- 
zontal et on la laisse tomber librement (fig. 23.3). Tombant sur le 
plan, la bille rebondit à une hauteur k,. Conformément à la loi de 
la chute libre, abstraction faite de la résistance de l'air, les modules 
respectifs des vitesses de la bille au début du choc (&) et à la fin du 
choc (u) sont 


v=V 2gh,, u = V 2gh2. 
On a alors en vertu de (23.5) 


u Re 
PE LT (23.6) 


Citons quelques valeurs du coefficient de restitution pour diffé- 
rents matériaux : 


Bois sur gutta-percha  . . . . . . . 0,26 
Bois sur bois , . . . . . . . . . .… , 0,50 
AGier SUrT ACIer 4 . 4 + « «+ « à + à « « 0,56 
Ivoire sur ivoire . . . . . . . . . . . 0,89 
Verre sur verre . . . ; _—- .. 0,94 


Exemple 23.1. Une boule de masse m — 0,4 kg tombe sur un plan 
horizontal d’une hauteur k, — 2 m etrebondit à k2 — 1,28 m. On demande 
de savoir le coeïficient de restitution et le vecteur percussion (fig. 23.4). 

Solution. Calculons le coefficient de restitution par la formule (23.6): 


‘4 — V’ *# _y/: 8 58, 
h, à 


s’agit donc d’un choc de corps imparfaitement élastiques, Pour calculer 
lefvecteur percussion, nous utiliserons la formule (23.3). Traçons l'axe Ox ainsi 
qu'il est montré sur la figure 23.4 et construisons les vecteurs v, w et S. Proje- 


28—01146 
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tons la relation (23.3) sur l'axe Ox: 
mu — (—mv) = 8, ou S — m {u + v). 
Or, u = kv, si bien que 
S = m {1 + k) v. 


La vitesse de la boule au début du choc est définie par la loi de la chute libre 
: (formule de Galilée): 
= . : U — V'2gh 

ce qui donne finalement 


5 —— 
S=(1+k) m y 2gh. 
à Substituant les valeurs numériques, nous trouvons le module lu 
vecteur percussion : 
0h. == (1+0,8)-4 y 39,2—4,5 N:s. 
4.4. Choc direct central de deux corps. Le choc 1e 
deux corps est appelé direct central si le point de con- 
y tact des corps est situé sur la droite joignant leurs 
centres de masse et les vitesses des centres de masse 
Fig. 23.4 SON dirigées suivant cette droite. 


Placçcons-nous dans le cas général, c’est- à-dire le cas 
où les deux corps sont imparfaitement élastiques; les 
chocs des corps parfaitement mous et parfaitement élastiques sont 
des cas particuliers qui se laissent déduire du cas général. Adop- 
tons la droite des centres comme axe Cx; toutes les formules seront 
écrites en termes de projections sur l’axe Cz, c'est-à-dire en utilisant 
les valeurs algébriques des vitesses et des percussions (fig. 23.5). 

Soit au début du choc v, >> v,. 1] vient en vertu de (23.3) 


M (U — V3) = 5, Ma (Uo — Ve) — —S, (23.7) 


où V1, D, et üu,, u, sont les vitesses absolues des corps entrechoqués 
respectivement au début et à la fin du choc; $ est le vecteur per- 
cussion appliqué au premier corps de la part du leuxième. Quant 
au vecteur percussion appliqué au deuxième corps de la part du 
premier, il est égal à —S$S en vertu de la troisième loi de Newton. 

La vitesse relative des corps est égale à v, — v, au début et à 
u, — u, à la fin du choc. La formule (23.5) écrite pour les valeurs 
algébriques des vitesses devient 


U) — Us = —k (v, — v). (23.8) 
On obtient en faisant l'addition des équations (23.7) 
Mails + Malle = May + Mao (23.9} 


Dans le système constitué par deux corps entrechoqués, les chocs 
réciproques des corps sont intérieurs, si bien que la loi de conserva- 
tion des quantités de mouvement du système a lieu. C'est ce qui est 
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exprimé par l'équation (23.9): la somme des quantités de mouvement: 
des deux corps reste inchangée avant et après le choc. 

Explicitant w, et u, dans les équations algébriques (23.8) et. 
(23.9), on obtient les valeurs algébriques des vitesses absolues (c’est-- 
à-dire les valeurs affectées de signes correspondants) des corps à 
la fin du choc: | 

pe Es ——"?— (1 +4) (vi —v2), 


Mi +m 
: Pi (23.10ÿ 
1 
Us = Vo + —"—— (1 +k) (uv, —1w). 
U Po ere ei un À 2 2) 
Exemple 23.2 Deux boules se rapprochent avec des vitesses égales 
en module. Après le choc, une des boules reste sur place. Supposant que le choc 
est direct central et que les boules sont parfaitement élastiques, déterminer 


. App des masses des boules et la vitesse de l’autre boule après le choc. 
(fig. 23.6). 


Fig. 23.5 Fig. 23.6 


Solution. Soient v, => 0 et v — —v, les vitesses des boules avant 
choc, et u; — 0 et w,, après le choc. Pour k — 1 les formules (23.10) nous. 
onnent 


m 
Ov, pu e — 
Mi kr Mo 


De la première formule 


m1 


[ti —(—)], ur Te da. 


[ui —(—21)]. 


di 
Tv: 


a 


- 


Mi + Mi 4m, 


ce qui signifie que la boule restée sur place à une masse trois fois plus grande 
que l’autre. De la deuxième formule 


TL ÎMe 3 


(mulme) +T Uj — — Vi + 4 311 Uy —= 21. 


Cela veut dire que la vitesse de la deuxième boule a changé de sens et que sæ 
grandeur a doublé. Il est facile de voir que les équations (23.8) et (23.9) sont: 
vérifiées. Cela est tout naturel, car nous nous sommes basés sur les formules: 
(23.10) qui sont les solutions de (23.8) et (23.9). | 


Uo — — vi +4 


+, de. 

1.5. Théorème de Carnot *). En étudiant le choc, on ne calcule 
pas l'accroissement mais la perte de l'énergie cinétique, c’est-à-dire 
qu'on retranche de la valeur initiale de l'énergie cinétique 7, des 


189 “ Lazare Carnot, mathématicien et mécanicien français (1753- 
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deux corps sa valeur à la fin du choc T': 


{ , 1 1 5 à. À 
T,—T= MDI + 5 Mal — (5mui+-mu) : 
Substituant à u:, w, leurs expressions (25.10) et faisant quelques 
opérations algébriques fort simples (élever la différence au carré et 
réduire les termes semblabies), nous obtenons la formule suivante: 


To—T = + (1 — ke) a (o, — 0). (23.11) 
Cette formule définit l'énergie cinétique perdue pendant je choc cen- 
tral direct de deux corps de nature quelconque. 

Cas particuliers: 

1° Si un des corps était fixe avant le choc, par exemple si v, == O, 
on à d’après la formule (23.11) 

TA — }2 M MmAvi Mag 
T,—T—(1—k?) re = (6) To. (23.12) 

_. 29 Si les corps sont parfaitement élastiques (4 — 1), il ressort 
de (23.11) que T, — T = 0, done T = T,. Pendant le choc de deux 
corps absolument élastiques leur énergie cinétique n’est pas perdue. 


Théorème de Carnot. Pendant le choc direct central de 
deux corps parfaitement mous l'énergie cinétique perdue est égale à 
l'énergie cinétique qui correspond aux vitesses perdues: 


Â Â 
To—T = mu) + m (vs —u}, 
Démonstration. Pour #4 — 0 on a en vertu de (25.8) 
Uy — ü, = u; l'équation (23.9) donne alors 


Mis + Mol 
(mi+m)u= mivi+ Ms, OÙ W=U =U— en (23.13) 
La même formule définissant la vitesse de deux corps parfaitement 
mous à la fin du choc peut être obtenue à partir de (23.10). Trans- 
formons l'expression de l'énergie cinétique perdue pendant le choc 
des corps: 


1 1 Î 
T=T—= Mad + Mar — 5 (mi + mo) u2 — 


{ 1 { 

— 7 Mav: + Movs — (M + m)uu + 7 (mu + me) ui = 
1 1. 1 

= 9 MU, + Mobs — (Mali + Ma) UE (mi + m2) ui = 


Î 1 
= M (v, —u} + Mo (Va —u)?, 


Pour cette transformation, nous avons utilisé l'égalité (m; + m2) u = 
— mi + ma (voir (23.13)). Le théorème est démontré. 
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Exemple 23.3. Déterminer le rendement y, du marteau de masse m 
frappant sur l’enclume de masse ma. 

Solution. Dans le cas considéré, l'énergie utile est l'énergie ciné- 
tique 7 — T perdue, dépensée pour la déformation de la pièce de métal. L'éner- 
gie dépensée totale est l’énergie cinétique 7, au début du choc. Conformé- 
ment à la formule (23.12) (l’enclume est fixe!)}, nous obtenons 


T—T m 1H 
ET — 
1 To | | Mit mMe 1+ (m1/m2) 


Le rendement du marteau est d'autant plus élevé que la masse du marteau 
m est plus faible devant la masse de l'enclume m,. Quant à l'énergie ciné- 
tique 7 qui persiste après le choc, elle est dépensée ensuite pour le mouvement 
ultérieur du marteau et de l’enclume, c'est-à-dire pour l’ébranlement de Ia fon- 
dation; c’est une perte inutile. 

Soit par exemple m, = 0,05m,. Trouvons dansle tableau du n° 1.3 la voleur 
de Æ — 0,56 et calculons 

1 —0,56 


MM 150,05 


Exemple 23.4. Déterminer le rendement de la sonnette qui enfonce 
un pieu de masse m,. La masse du pilon de choc est m1. 

Solution. Dans le cas considéré, l'énergie utile est l'énergie ciné- 
tique T7 qui persiste après le choc et qui est dépensée pour le mouvement du 
pilon et du pieu. PAS LE LS dépensée totale est l'énergie cinétique au début 


(23.14) 


—0,65. 


du choc 7,4. De la formule (23.12) 
Cru gn Me y = Mmtmhi 
dus DRE MitmMe Mit Me To: 
Le rendement de la sonnette ns est 
T m+mokt mo (4 — #2) 1— 72 | 
SDS 
en — mm mms Emi C9-18) 


Puisque l'énergie cinétique perdue T4 — 7 est essentiellement dépensée pour 
la déformation du pieu, il y a intérêt à la diminuer autant que possible, Il 
ressort de la formule (23.15) que le rendement de la sonnette est d'autant plus 
élevé que le poids du pilon est plus fort par rapport au poids du pieu. 
Soit par exemple m, — 0,05 m,; le pilon de choc et le pieu sont. en acier. 
Tirant du tableau du n° 1.3 la valeur de 4 — 0,56, nous calculons 
— 4—0,56? 
NS? 410,05 
Comparant ce résultat à celui de l’exemple 23.3, nous remarquons qu’on a ici 
pour les mêmes matériaux et les mêmes rapports des masses : 
ns = Î —Mm. 


1.6. Choc sur un corps solide mobile-en rotation autour d’un axe fi- 
xe. Soit un corps solide qui est fixe à l’instant initial (£ — 0) et qui 
peut tourner autour d’un axe fixé dans une crapaudine © et un pa- 
lier O0’ (00° = h). Choisissons un système de coordonnées fixe Oxyz 
de telle façon que le centre de masse G du corps soit contenu à l’ins- 
tant initial dans le plan Ozxz et possède les coordonnées G(&. DO, Ë). 
Supposons qu'un vecteur percussion $ {0, S, O0} soit appliqué à 
un point P (a, 0, c) de ce plan dans la direction de l'axe Oy (fig. 23.7) 
et que le poids du corps soit négligeable. 


—=0,35. 
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La position du corps pendant la durée du choc + reste inchangée, 
mais il acquiert une vitesse angulaire @ {0, O0, w} telle que les pro- 
jections de la vitesse v, de son élément de masse m, de coordonnées 
Lys Yvy 2, Sur les axes du système Oxyz se définissent par les formu- 
les (9.14): 


D = —Oÿy V0} = @ly, VU} = 0. (23.16) 


Supprimant les liaisons imposées au corps en ©, O’ et remplaçant 
Zeurs actions pendant le choc par les percussions de réaction R{R,, 
By R,}etR'{Rx, R:, 0} (fig. 23.7), nous retrouvons un corps libre 
ui nous permet d'appliquer les théorèmes généraux de la dynami- 
que du système. Le théorème de la variation de la quantité de mou- 
vement du solide pendant le choc (voir (19.8)) nous donne 


Dmun=R,+R, Dmwy=S+R,+R,, Dimwy=R,. (2317) 


Faisant intervenir les formules des coordonnées du centre de masse 
du solide (23.16) et (19.2), nous 


e D’ mettons Îles premiers membres des 
UE équations (23.17) sous la forme 
f | k' Dim vÿ Ti DATE = 0, 

du Dmvy = @Dmyr, — ME, 

Î :  _. y DimuY = 0, 

/ de 
i De * c* où M est la masse du corps. Les 
UE s k équations (23.17) deviennent donc 


R,+A, =0, À, + R, — 
| — ME = —S, R,—=0. (23.18) 
PA Prenons maintenant le théorème 
Pl ” de la variation du moment ciné- 
tique du solide pendant le choc. 


Fig. 23.7 En vertu des formules (19.45) et 
(23.16), le corps présente par rap- 


v 


port au centre © un moment cinétique égal à 
i ] k 

Ko=} [Tv myw,]= À Ty VA Zy| « 
—OMyÿy. OMyly 0 


À. l'in stant t — *, le corps présente donc par rapport aux axes Oz, 
Oy, Oz les moments cinétiques 


K ox = — Dom 2,2 y = —J,,0, 
K oy = — om yy yZ4 = —J],,0, (23.19) 
Ko: = J 020. 
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Dans ces expressions nous avons introduit les produits d'inertie du 
corps (voir (22.1)) et utilisé la formule (21.143). Multiplions les iden- 
tités (19.22) par dt et intégrons-les par rapport à { entre 0 et tv. Il 
vient 

T T T 


Kox= | ME dt, Koy= | ME, dt, Ko,= Î MS dt, (23.20) 
0 0 
car le moment cinétique du corps avant le choc est égal à zéro. 
Abstraction faite des impulsions des moments apportés par les au- 
tres forces pendant la durée du choc T, nous obtenons pour les se- 
conds membres de (23.20) les expressions suivantes : 
T T T 
RUE dt= —Sc—hR;, À ME dt=hRL, (Me dt= Sa. 
0 Ô 0 


Les équations (23.20) s’écriront donc, compte tenu de (23.19), sous 
la forme 


Jo —hR!, = Sc, Jo +hR,=0, Jo,w = Sa. (23.21) 


Les équations (23.18), (23.21) forment ensemble un système algébri- 
que de six équations linéaires pour cinq projections des percussions 
de réaction R,, R,, R,, Rx, R, et la vitesse angulaire © du corps 
après le choc. Sa résolution n'offre aucune difficulté. Nous allons 
envisager ce système sous un aspect important pour les applica- 
tions. 


1.7. Centre de percussion. Si le vecteur percussion appliqué en 
P de la façon montrée sur la figure 23.7 n’exerce aucune influence 
sur la crapaudine et le palier, le point P* (a*, O0, c*) s’appelle cen- 
tre de percussion. On a alors non seulement R, = 0, ce qui ressort 
de la troisième équation (23.18), mais aussi 


Rx = Ry = Rz: = BR; = 0, 
et les quatre autres équations (23.18), (23.21) deviennent 
OME =S, Je = Sc*, Jo —=0, Jo,o —.Sa*. (23.22) 
Divisons la quatrième et Ia deuxième équation par la première. 
Il vient 


ce ME (23.23) 
Ces formules définissent l’abscisse et la cote du centre de percussion 
P* (son ordonnée est nulle en l'occurrence). La deuxième formu- 
le (23.23) peut être interprétée comme suit. Plaçons l’origine des 
coordonnées en un point Z (0, 0, c*) de l’axe Oz. Comme zj = z, — 
— c*, les produits d'inertie J,, et J,., s'écriront conformément à 
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(19.2) : 


Jr = D Myty (Zy—C) = Jox — MEc* = 0, 


J'y à MyYy (24 —CcŸ) = J'yz. 


Nous voyons ensuite que, puisque J,, — 0 coniormément à la troi- 
sième équation (23.22), l'axe Oz est axe principal d'inertie par rap- 
port au point À (voir la définition dans le ch. XXII, n° 1.2). Nous 
obtenons donc la 


Règle de construction du centre ae per- 
cussion P*. Trouver sur l'axe de rotation le point Z par rapport 
auquel l'axe en question est axe principal d'inertie, élever en Z la per- 
pendiculaire à l'axe de rotation, contenue dans le plan défini par l'axe 
et le centre de masse, et construire sur cette perpendiculaire le point P* 
à la distance a* de l'axe de rotation. 


Exemple 23.5. Trouver le centre de percussion d’une plaque carrée 
homogène mobile en rotation autour de l'un de ses côtés si le vecteur percus- 
sion est perpendiculaire au plan de la plaque (fig. 23.8). 

Solution. Par rapport au milieu Z du côté en question, l’axe de 
rotation est axe principal d'inertie, car on a de toute évidence Jy, = J,, = 0. 
Calculons a* d’après la première formule (23.23), Désignons la longueur du 
côté du carré par b et la densité surfacique de la plaque par #«. Le moment d’iner- 
tie de la plaque par rapport à son axe de rotation est défini par la formule (21.5): 

DM 
O2 3 5 


où M — b?x est la masse de la plaque. L’abscisse du centre de masse est évidem- 
ment égale à & — b/2. Il vient en vertu de (23.23) 


_ Mb2.2 
7 3Mb 


Le centre de percussion P* se construit selon la règle énoncée ci-dessus. 


a* 


2 
= b. 


$ 2. Eléments de dynamique du point de masse variable 


Konstantin Tsiolkovski (1857-1935), génial sa- 
vant et imventeur russe, fut un des premiers créateurs d’un projet de 
véhicule spatial. Les premières notes de Tsiolkovski remontent à 
1883. Plus tard, vers 1903, il donna à son idée d’appliquer les fu- 
sées pour le voyage dans l’espace une forme mathématique rigoureu- 
se. L: thèse de licence de I. Mechteherski Dynamique d'un point 
de masse variable (1897) et le traité de K. Tsiolkovski 
Exploration de l'espace avec des appareils à réaction (1903) exposent 
les bases de la dynamique d'une fusée en mouvement de translation 
(dynamique d'un point de masse variable). 


2.1. Equation de Mechtcherski. Soit un système matériel mobile 
par rapport à un repère inertiel Oxyz et confiné dans une surface de 
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référence S$, par exemple dans la coque et la section de sortie des 
buses (fig. 23.9). La masse contenue à l’intérieur de S varie sui- 
vant une loi déterminée, c'est-à-dire que m = m (t}) est une fonc- 
tion connue du temps. Désignons par F la résultante générale des 
forces actives extérieures F? exercées sur le système : 


F— SF. 


Admettant que le système de points enfermé à l'instant {, à l’inté- 
rieur de $ possède une masse M — m (t,) — const, proposons-nous 

de surveiller ce système de points (dont une fraction quittera par læ& 
suite la surface de référence). Supposons que les liaisons imposées au 
système permettent son déplacement en translation en direction 


71 


U+du 


Fig. 23.8 Fig. 23.9 


quelconque. Nous pouvons appliquer alors le théorème de la variation 
de la quantité de mouvement totale du système sous la forme 
(19.13): 


d | Pe)= Fat, 


ou 


(4 D Le L (M TE }, = F dt. (23.24} 


Désignons par vla vitesse absolue du centre de masse des particules: 
contenues dans $ à l'instant t,: 


= | drc 
dt }t=t,° 
Par © + dv, nous désignerons la vitesse absolue du centre de masse 


des particules qui restent dans S vers l'instant # + dt. Enfin, dé- 
signons par uw la vitesse absolue des particules restées en dehors de- 
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S, de masse totale (—dm) (dm << 0). On a alors par définition 
dr d | 
(ME) emo ME), al (60) + dm] (+ de) + 
+(—dm)u=mi(t,)v+mi(t,) du+dm:v+dm:du— dm:.u. 
Portons ces expressions dans (23.24) et divisons par dt: 


me (éo) (ue —0) LE LÉ Go F. 


Passant à la limite, nous obtenons l'équation de Mechtcherski défi- 
nissant le mouvement du point de masse variable: 


m=F+-(u—v). (23.29) 


Ici m est la masse variable du point (du corps en translation); w sa 
vitesse absolue; w la vitesse absolue des particules éjectées; F la 
résultante des forces extérieures exercées sur le point. Remarquant 
que #4 — uv = vw, est la vitesse relative (par rapport au point mobile) 
des particules éjectées, on peut mettre l’équation de Mechtcherski 
sous la forme 


do am : 
Fr = F+-vr. (23.25a) 
La quantité vectorielle 
Cu 
de Pr 


porte le nom de force de réaction ou poussée R. 

Si la vitesse relative v, des particules éjectées est nulle, la pous- 
sée R s’annule, et l’équation du mouvement du point de masse va- 
riable (23.25a) se confond avec l’équation ordinaire du mouvement 
du point de masse constante fournie par la deuxième loi de Newton. 

Si la vitesse absolue w des particules éjectées est nulle, l'équation 
de Mechtcherski (23.25) devient 


du dm d EL 
Tr =F—— v, OU (mu) =F, 


expression qui se confond avec celle de la deuxième loi de Newton. 


2.2, Premier problème de Tsiolkovski. La fusée monte verticale- 
ment en éjectant une veine gazeuse continue. Déterminer la vitesse v 
de la fusée si la vitesse relative v, des gaz éjectés est constante en 
module et dirigée en sens contraire du mouvement de la fusée. La 
résistance de l'air et la pesanteur sont à négliger. 

Solution. Assimilant la fusée à un point de masse variable, 
écrivons l’équation de Mechtcherski (23.25a) pour le cas considéré 
{F = 0): 


m 


du dm 


—_—— 


NN — —= — PARA EE 
dt de: dt * 
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Séparons les variables: 


dm 
du = —v, —, 
mt 
En faisant l'intégration 
v m 
dm 
dv = —v | 
r m ? 
D TT 
nous trouvons 
U — Vo = —V, (In m — In m), 


où v, et m, sont respectivement la vitesse initiale et la masse initiale 
(à l'instant initial d'écoulement des gaz) de la fusée. Sous ces hy- 
pothèses, la vitesse de la fusée est donc égale à 


V= Up +V} In, (23.26) 


C’est la formule de Tsiolkovuski. 

La formule de Tsiolkovski convient pour une évaluation appro- 
chée de la vitesse de la fusée quand la force résistante et la pesanteur 
sont faibles devant Ia poussée. 


Exemple 258.6. Quel doit être le rapport de la masse initiale de la 
fusée à sa masse en fin de combustion pour atteindre la première vitesse cos- 
mique (voir l’exemple 20.2) si la vitesse relative des particules éjectées est 
constante et égale à 3000 m/s? 

Solution. D'après la formule de Tsiolkovski (23.26) T 


7910= 3000 In n U 
D'où | : 
mo __ 1910 Mo __,2,64 — 
] D 273000 — 2,64, nr — 14,0. 
Le poids de la fusée au départ doit être un peu plus de 14 fois mg 


celui du dernier étage. 


2.3. Deuxième problème de Tsiolkovski. L'’ascen- 


sion verticale rectiligne de la fusée est analysée en [v. 
tenant compte de la pesanteur (fig. 23.10). Les autres 

conditions sont les mêmes que dans le premier pro- Fig. 23.10 
blème. 


Solution. Supposons que la longueur de la phase propulsive 
de la trajectoire soit petite devant le rayon de la Terre, et admettons 
que l'accélération de la pesanteur soit constante et la même qu’à 
la surface de la Terre. L’équation de Mechtcherski (23.25a) s’écrira 
sous la forme 

me pp en 
dt 
d’où 
du= —gdt—v, 
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Après l'intégration 


© t 
_— 4 m (t) ] 
| = Le Lu, | dt 


nous trouverons la solution du deuxième problème de Tsiolkovski: 


ÙU — Vo = —gt —v, (ln m — In mo), 
ou 
My 
_ 


VV) —gt+v,ln (23.27) 


Dans le cas particulier où l’on a non seulement la vitesse relative 
des gaz v, constante mais aussi le débit des gaz constant (m = —u = 
— const}, il vient 

m = Mo — W, 
et l’on a 


U —Vo— gt +v, De 


Ici u est la masse consommée à l'unité de temps. 


Exemple 23.7. Déterminer la loi de variation de la masse du solide 
si la vitesse relative v, des particules éjectées est constante et le solide se déplace 
verticalement vers le haut dans le champ de la pesariteur uniforme avec une 
vitesse constante v,. La résistance du milieu est à négliger, l'accélération de 
la pesanteur est £g. 

Solution. Conformément à la formule (23.27), on a pour v=re 


m 


d'où 


ce qui signifie que la masse du solide décroîtra exponentiellement. 

Exemple 23.8 Mouvement d'une fusée dans le champ d'attraction (gra- 
vitation) newionienne, avec une poussée constante (problème de Lagrange-Me- 
chtcherski). 

Construisons un axe invariable Ox passant par le centre d’attraction © 
parallèlement au vecteur constant R. Désignant par à le vecteur unité de l'axe 
Oz et par r le rayon vecteur du point issu de ©, mettons l’équation vectcrielle 
du mouvement du point sous Ia forme 


du __ mgp? 
dt r® 


r+Ri, (1) 


où p est le rayon de Ja Terre (voir la formule (13,32)). Admettant que la vitesse 
des gaz éjectés est constante, nous obtenons 


m —= mpe”@i (a > U). 


EXERCICES 445 


Divisons {{) par m et écrivons le résultat {voir (23.25a)) comme suit: 
pb. "80 

dt rè 

19 La loi de conservation du moment cinétique par rapport à l’axe Oz 


a lieu (voir (15.12). Nous pouvons obtenir cette loi immédiatement. Multi- 
plions {2) vectoriellement à gauche par r: 


r+av,t. (2} 


[r, + [= [r, ë] ou Lt, ul —@v,[r, à]. 


Multipliant scalairement les deux membres de cette identité par à, nous obte- 
rons en vertu du commentaire à la formule (1.18) 


(tr, v|, i } = cr ([r, #}, t)—=0, 


\ 


et nous abouti:sons à une intégrale première: 
(Lr, uv], ë) — const. 


20 Il est également possible de dégager immédiatement l'intégrale des 
forces vives (15.27). Multiplions scalairement les deux membres de (2) par 
l'identité vectorielle 

Ù dt = dr; 
aous obtenons l'identité 


1 ,, gp” 
De rè 


dr av, dx. 


En l'intégrant, nous trouvons 


2 
ont pe 
2 r 
Si l’on veut pousser jusqu'au bout la résolution de ce second problème 
fondamental de dynamique, c’est-à-dire obtenir Îles équations cinématiques 
du mouvement du point, on doit s'attendre à des difficultés mathématiques 
considérables. 


Exercices 


Exercice 23.1. Une boule À de masse m; tombe en chute libre de la 
hauteur k sur une plaque B de masse m, fixée sur un ressort (fig. 23.11). Admet- 
tant qu'il s’agit d'un choc de corps absolument mous, déterminer la vitesse 
u de la plaque après le choc. 


R 6 us M 5/3 
éponse.u= - ms V26r 


1 
Exercice 23.2 Deux boules de masses m;, m,: ayant un coefficient 

de restitution # se déplacent en translation dans la même direction (fig. 23.12, a). 

Quelles doivent être les vitesses v, et v, des ‘boules avant le choc pour que la 

boule I reste immobile après le choc et que la boule II acquière une vitesse 

donnée uv, (fig. 23.12, b) ? 

1 +rk Ia kms — mi: 


Réponse. v —— y Vo —= u 
P : k Mi À Mo ” : k(m + Mo) “ 
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Exercice 23.3. Une sonnette de 3000 N de poids tombe de la hauteur 
h = 3m sur un pieu pesant 500 N. On demande de calculer le rendement n de 
la sonnette, le travail À, dépensé pour la déformation du pieu et le travail 
A; dépensé pour enfoncer le pieu si le coefficient de restitution est k — 0,52. 
Réponse. n — 0,896, 41:—:940 1,64, = 8060 J 


Fig. 23.11 Fig. 28.12 


Exercice 23.4 Trois boules parfaitement élastiques de masses my, ma, 
m, se trouvent sur une même droite. La boule "m, vient frapper la boule fixe m: 
avec une vitesse connue &. Quelle doit être la masse m, pour qu'en frappant 
la troisième boule m3, elle lui communique une vitesse aussi grande que pos- 
sible ? (Problème de Huygens.) 


Réponse. m: = V mm. 


CHAPITRE XXIV 


MOUVEMENT DU POINT MATÉRIEL 
DANS UN CHAMP DE FORCES CENTRALES 


$ 1. Formules de Binet 


1.1. Champ de forces centrales. La force exercée sur un point 
natériel est appelée centrale si sa ligne d'action passe en perma- 
nence par un point fixe O, dit centre des forces. Si l’origine des coor- 
données est confondue avec le centre des forces, l'expression générale 
d’une force centrale F sera 


F=F—, 


où rest le rayon vecteur du point d'application m de la force (fig. 
24.1); r son module, c’est-à-dire le rayon polaire dem; F la projec- 
tion dela force F sur la direction du rayon vecteur (valeur algébrique 
de la force). S'il y a répulsion, on a F => 0; s’il y a attraction, on a 
au contraire F << (. e 

Les forces centrales constituent un i 
champ appelé champ de forces centrales. 
À titre d'exemple, on peut citer le champ F 
d'attraction engendré par un point ma- | 


STI (T, 4) 


ie - SF EX,Y 

tériel ou un corps sphérique homogène, 2 Lx] 

ainsi que le champ électrostatique créé “ii : 

par une charge électrique ponctuelle. 01 “4 
Le cas le plus intéressant, du point Fig. 244 


de vue pratique, est celui où # dé- 

pend uniquement *) de la distance r, c'est-à-dire F — F (r) et 
F =F(r) r°, où r° = r/r est le vecteur unité du rayon polaire du 
point d'application de la force. On dit d'un tel champ de forces 
qu'il est symétrique sphérique. Les champs de forces centrales que 
nous venons de citer en exemple sont symétriques sphériques. Nous 
supposerons partout dans la suite que tout champ de forces centrales 
est symétrique sphérique. Montrons que, dans cette hypothèse, il 
s’agit toujours d'un champ dérivant d’un potentiel (ch. XV, n° 3.3). 


; *) Soulignons que dans ce chapitre F désigne la valeur algébrique de la 
orce, 
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En vertu du corollaire 4° cité dans le n° 2.3 du chapitre XV (voir 
aussi l'exemple 15.3), la trajectoire que décrit le point matériel mis 
en mouvement par une force centrale est une courbe plane, plus exac- 
tement une courbe contenue dans le plan qui passe par le vecteur 
vitesse initiale du point et par le centre ©. Prenons ce plan comme 
plan Oxy (fig. 24.4). Les projections X et Ÿ de la force centrale F 
s'écriront alors 


X=Fcosp=F—, Y=Fsing=rF À 


Conformément aux indications données dans le chapitre XV, n° 3.3, 
proposons-nous de calculer Le travail élémentaire de la force F dans 
un déplacement réel dr = à dx + j dy. K] vient 


SA=(F, dr)=X dr+Y dy=F EE 2F(rdr, (244) 


car, en dérivant l'identité x? + y* = r°, on obtient 
a dx + y dy = r dr. 


Or, l'expression F (r) dr est la différentielle d’une fonction de forces 
U (r) égale à 


U (r) — | F (r) dr. (24.2) 


Autrement dit, F (r) dr peut être regardée comme une différentielle 
totale d’une fonction de deux variables x et y. 


1.2. Première formule de Binet“*). Introduisons une définition 
cinématique: on appelle vitesse aréolaire do/dt d’un point M la li- 
mite du rapport de l’aire Ao balayée par son rayon vecteur r (fig. 
24.2) à l’intervalle de temps correspondant Af, lorsque At ->0, en 


sorte que 
AO 


at-0 At ° 
Le module d’un produit vectoriel de deux vecteurs est égal au double 
de l'aire du triangle construit sur les vecteurs à multiplier (voir 
ch. I, n° 2.2): 

2A6 = |fr, Arl|. 


Il s'ensuit que le double de la vitesse aréolaire est égal à 


2% lim|fr, À ]l= IIr, vll=Momov=ved, (24.3) 
At-0oll À 
c’est-à-dire au module du moment de la vitesse du point par rapport 
au centre ©. 
Ecrivons l'expression de la vitesse aréolaire pour le cas du mou- 
vement plan en coordonnées polaires. Un élément d’aire est égal, à 


— 


*) Jacques Binet, mathématicien et astronome français (1786-1856), 
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des infiniment petits du second ordre près, à 
AG = - r£| A | ? 


(fig. 24.2), où A est l’accroissement de l’angle polaire q pendant le 
temps At. On a par définition 
do 1 A 1 dp 


CN ee ca 
a Uma al 2" là 


| (24.4) 


Passons à la déduction de la première formule de Binet. Soit m 
un point matériel mis en mouvement par une force centrale, Le 
théorème de la variation du moment cinétique énoncé sous forme 
vectorielle (15.10) nous conduit dans 
ce cas, comme nous l'avons vu dans 
le corollaire 1 (voir ch. XV, n° 2.3), 
à une intégrale première : 


Momomo (1) — Mom, mc (0). 


Le fait que le vecteur moment ciné- 
tique du point par rapport au centre 
© conserve une direction inchangée 
signifie précisément que la trajectoire Fig. 24.2 

du point m est contenue dans un plan 

fixe perpendiculaire au vecteur Mom,mv (0). Le fait que le module 
du moment cinétique du point par rapport à © reste inchangé si- 
gnifie, en vertu de (24.3), que la vitesse aréolaire est constante, 


ee — Mom, v (0) — const. (24.5) 


Pour cette raison l'intégrale (24.5) est appelée intégrale des aires ou 
constante des aires. En coordonnées polaires, compte tenu de (24.4), 
l'intégrale des aires s’écrit 


rc (c= momo v(0)— const), (24.6) 


où le signe de c est positif ou négatif suivant que l’angle polaire 
du point mobile m augmente ou diminue. Conformément à la for- 
mule (11.3), le carré de la vitesse du point s'écrit en coordonnées po- 
laires comme suit: 


ae (tr) 4e (EE (+ (4) 


Appliquons l'intégrale des aires (24.6), qui nous donne dp/dt = 
= c/r?, et écrivons 


4 dr \2 dd: è () | { 
vec | (— =) ++], ou v2—c? \)) 4} (24.7) 


29—01146 
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Nous venons d'obtenir la première formule de Binet 
qui exprime le carré de la vitesse du point en fonction de l’inverse 
de son rayon poläire et de la dérivée de cet inverse par rapport à 
l'angle polaire. 

1.3. Deuxième formule de Binet, Quand le point matériel se 
déplace dans un champ de forces centrales, le théorème de la varia- 
tion de l'énergie cinétique (15.21) s'écrit, en vertu de (24.1), sous la 
forme 

1 2} — 
d e MU — F dr. 
Divisons par dp, substituons à v* son expression tirée de la première 
formule de Binet et faisons la dérivation: 


J(5)T 
TIROIRS 


1 , fi 1 
PAROI 
7 2 dp dp? r  dp 1 
1 
5 
en dr © () ss a | 
rè dp dq? r rè dp 


Après avoir divisé par dr/d, nous obtenons la deuxième for- 
mule de Binet: 


1 
a (— 
net | (). 1 | 4. 
F r2 do? | Je (24) 


La deuxième formule de Binet permet de définir la force connaissant 
la trajectoire r = r (œ), c’est-à-dire de résoudre un problème analo- 
gue au premier problème fondamental de dynamique du point. 


$ 2. Quelques notions de mouvement 
des planètes et des satellites 


2.1. La loi d'attraction de Newton se déduit des lois de, Kepler. 
La mécanique céleste repose sur trois lois de Keéepler: 

1° Les trajectoires des planètes (et des comètes) sont des. coniques 
dont un foyer est occupé par le Soleil. 

2° Les planètes (et les comètes) décrivent des trajectoires planes au- 
tour du Soleil, leur mouvement sur ces trajectoires est régi par la loi des 
aires (n° 4.2). 

3° Les carrés des périodes de révolution sidérales des planètes sont 
proportionnels aux cubes des demi-axes focaux de leurs orbites. 


el NOTIONS DE MOUVEMENT DES PLANÈETES ET DES SATELLITES 451 


Kepler a établi ces lois par voie empirique (voir Introduction 
à la dynamique, n° 3). À partir de ces lois, Newton a déduit d’abord 
la loi de la force exercée sur les planètes, puis la loi de l'attraction 
universelle. | 

La deuxième loi de Kepler est vérifiée si et seulement si La force 
en question est centrale. Définissons cette force à partir de la pre- 
mière loi de Kepler en appliquant la deuxième formule de Binet 
24.8). 
Une conique se définit en coordonnées polaires r et o (voir E fi - 
m © v, Ch. V, $ 37), à condition de prendre comme pôle le foyer droit 
d’une ellipse, par l'égalité 


= +, (24.9) 
? P 
où e est l’excentricité et p le paramètre focal égal à b?/a pour l'el- 
lipse et l’hyperbole. D’après la formule (24.8) on a 
__ me  ecosp, 1+ecosp\ us ( 0% 

F= "Tr | Da D = -— MU 3 u=<—) ; (24.10) 
Cette formule définit une force d'attraction dont l'intensité est in- 
versement proportionnelle à la distance. Il ne reste qu’à montrer 
que u est le même pour toutes les planètes (ou comètes). En effet, 
tout ce que nous savons jusqu'à présent est que la constante des 
aires c reste constante dans un mouvement donné. Soit 7 la durée 
de révolution de la planète sur son orbite. Puisque c est le double 


de la vitesse aréolaire et que l'aire de l’ellipse est égale à ab, on 
a c — 2xab/T, d'où 


c? 4n2a?b?.a as 
— — 4n? => —1onst 


HT Ta Te 


en vertu de la troisième loi de Kepler. Ainsi donc, le coefficient pu 
(la constante de Gauss *)) est le même pour toutes les planètes et est 
égal à y, où y est la constante gravitationnelle et M la masse du 
Soleil. La formule (24.10), qui s'écrit désormais sous la forme 


ra ? 


exprime la loi de l’attraction de Newton. 

Newton a établi sa loi par voie géométrique, les formules de Bi- 
net n'étant apparues que plus tard. La déduction que nous venons de 
proposer est incomplète (imprécise), au même titre que la déduction 
de Newton, car on doit prendre en réalité comme point fixe, au lieu 
du Soleil, le centre de masse du système Soleil-planète (ou Soleil- 
comète). Les lois de Kepler sont donc approximatives. 


.. *) Carl Friedrich Gauss (1777-1855), éminent mathématicien 
allemand. 
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Nous venons d'examiner le problème inverse ; envisageons à pré- 
sent le problème direct, en conservant l’hypothèse selon laquelle ie 
corps central est fixe. 

2.2. Problème de Kepler-Newton. Considérons le mouvement du 
point matériel de masse m dans le champ de forces centrales engendré 
par un corps fixe © (fig. 24.1), d’après la loi 


Ph (24.11) 


On pourrait intégrer directement les équations différentielles du 
mouvement (voir ch. XIII, n° 3.4), mais il est préférable de profiter 
des intégrales premières, car, disposant de deux intégrales premières, 
on peut se passer de deux intégrations. L'intégrale des aires nous 
donne r’d/dt — c. Une autre intégrale première est l'intégrale des 
forces vives. Calculons la fonction de forces en portant (24.11) dans 


(24.2) : 


La formule (15.27) de l'intégrale des forces vives se présente comme 
suit : 


1 o MU. dl, 0 mm 
DU Me à ue 
d'où 
in (nu +), (24.12) 
0 


Substituons à v°? sa valeur tirée de la première formule de Binet (ce 
qui revient précisément à utiliser l'intégrale des aires) 


1 \-2 
Aa} | 
r 1 } __2n 
{0 Taper th 
il vient 


Ai] 
| : [sims Pre 


HE à ci c{ c? 


| 2 u? h L 
_— (++) + +. (24.43) 
Ceci est précisément l'équation différentielle du mouvement du 
point matériel dans le champ de forces centrales. Pour l'intégrer, nous 
remplacerons r = r (œ) par la fonction w = u (o) en faisant La subs- 
titution 
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On a donc 


4 
a(+) u? kh du 
=V xt 30 

dœp C c* d 


Substituant cette expression dans (24.13), on obtient 


u° , h\ {du = —(# +) re 
(HE +) (<) HE FT AT HÉRES nT c à 


ou, après réduction par le binôme et extraction de la racine, 


du À 0 
mn -+Vi u?. 


Séparons les variables et intégrons: 
_— du [a 
ds Î vVi-u . ie 
ou 
ATC COSU = @ — y, U = COS (E — Po) 


(l'autre signe nous donnerait u — sin (® — œ*), c’est-à-dire le dé- 
phasage initial). Portant cette expression dans (24.14), nous obtenons 
1 2 h 
12H + cos(p— po. (24.19) 


Comparant cette expression avec la forme canonique de l'équation 
d’une conique (24.9), nous constatons que la trajectoire est une Co- 
nique ayant un de ses foyers au point © et que 


LR Ce NE 


p r2 ? p c4 cz ? 
d'où 
2 fr. he 
_# RS us 24,16) 
ue 9 FH u? Es 


Le type de la trajectoire est défini par les conditions initiales du 
mouvement. Si k >> 0 (cas d'une comète), l’excentricité est e > { 
et la trajectoire représente une branche d’hyperbole (pour e >> 1) ou 
une parabole (pour e — 1). Si h << 0 (cas d’une planète), la trajectoi- 
re est une ellipse (e << 1). Remarquons qu’on a k >> —u?/c? en vertu 
de (24.13);. cela se démontre d’ailleurs directement. Il convient 
d'ajouter que la trajectoire prend la forme d'un segment de droite 
chaque fois que la vitesse initiale est dirigée vers le centre. 


2.3. Notions sur les trajectoires des satellites. Un vaisseau spatial 
ou un satellite artificiel est sollicité, en plus du champ d'attraction 
terrestre, par les champs d'attraction d'autres corps célestes: le So- 
leil, la Lune, etc. Or, tant que l’objet reste relativement proche de 
la Terre, c'est le champ d'attraction terrestre qui est prédominant. 
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En première approximation ce champ peut être assimilé à un champ 
symétrique sphérique de forces centrales dont le centre se confond 
avec le centre de la Terre. 

La trajectoire d’un vaisseau spatial se divise en deux parties qui 
correspondent aux phases propulsive et passive du vol. En phase 
propulsive, les propulseurs du lanceur fonctionnent ; en phase passi- 
ve, les propulseurs sont arrêtés. La détermination de la trajectoire 
en phase passive dans le champ d'attraction terrestre se réduit à la 
résolution du problème de Kepler-Newton (voir n° 2.2). Si la tra- 
jectoire d’un corps lancé de la Terre dans l’espace représente en 
phase passive une orbite elliptique, on dit que le corps est satellisa- 
ble, c’est-à-dire devient un satellite artificiel de la Terre. 

La première vitesse cosmique, ou vitesse circulaire, est la plus petite 
vitesse qu'on doit communiquer au corps dont la distance géocen- 
trique est égale au rayon de la Terre, pour qu'il devienne satellisable. 
Elle est égale à la vitesse d’un satellite en orbite circulaire. Puis- 
que l’excentricité d'une orbite circulaire est e — O et que son para- 
mètre focal est égal au rayon, p — ro, la formule (24.16) nous donne 


è ce? ” 
ht, p==r, d'où h=-—+ 
c u To 


2 


et la formule (24.12) devient 


2 
D Rss Ne , 
ro To To 


On en tire l’expression de la vitesse initiale (en supposant que v5_Lro; 
on montre que c'est une condition nécessaire de la mise en orbite 


circulaire) 
me vM ——— 
= VE VE -VECor 


où g(r De — yM/r° est l'accélération de la pesanteur à la distance r; 
du centre de la Terre (voir l'exemple 13.7). Posant r, — R, où À 
est le rayon de la Terre, nous obtenons la première vitesse cosmique 
(sans tenir compte de la résistance de l’atmosphère) : 


vi V gR=V 9,81-6,37.108— 7910 m/s. 


La deuxième vitesse cosmique, ou vitesse parabolique, est la ‘plus pe- 
tite vitesse qu’on doit communiquer au corps situé à la surface de la 
Terre pour qu'il puisse quitter la sphère de l’attraction terrestre et 
devenir un satellite du Soleil (une planète artificielle). Pour que 
cette condition soit réalisée, la trajectoire du corps doit avoir Îa 
forme d’une parabole (e == 1}. La formule (24.16) pour e — 1 nous 
donne À — 0, et la formule (24.12) permet de calculer la deuxième 
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vitesse cosmique : 


Sa valeur numérique — toujours sans tenir compte de la résistance 
de l’atmosphère — sera 


vu PV 28R =V 2.981 6,87: 10°—11 170 m/s. 


La figure 24.3 présente une famille de trajectoires des satellites et 
vaisseaux spatiaux dans le champ d'attraction terrestre en fonction 


Hyperboie 
145 
- 13 


Parabole 
ue i,2 Kms 


—_—@ à —_———@ rm AD 
65 13 195 26 J25 
Milliers de km 


Fig. 24.3 


de la vitesse initiale v, (en supposant que v, { ro). Ici © est le centre 
de la Terre, qui se situe dans l’un des foyers de la trajectoire; & 
est la vitesse au point À qui correspond à la fin de la phase propul- 
sive. . 

Si la trajectoire est elliptique, le corps ou bien revient sur la 
Terre (09 << 1, cas des fusées balistiques), ou bien devient un sa- 
tellite de la Terre (vr vo << Vrr). Si la trajectoire est parabolique 
@o = Ur), où hyperbolique (vw, > vrr), le corps devient un satellite 
du Soleil (planète artificielle) ou bien quitte le Système solaire (pour 
Vo >> 16,7 km/s). 


CHAPITRE XXV 
NOTIONS DE MÉCANIQUE DU FIL *) 


En mécanique, on entend par fil toute barre matérielle mince {par 
exemple un fil de fer) dont l’axe est susceptible de prendre une forme 
quelconque sous l’action des forces extérieures. Si la longueur du fil 
reste inchangée quel que soit son mouvement et quelles que soient 
les sollicitations extérieures, on dit que le fil est inextensible. En- 
fin, un fil qui n’oppose aucune résistance à la flexion ni à la torsion 
est appelé parfait. Dans le présent chapitre, il s’agit partout d’un 
fil parfait inextensible. 


$ 1. Equilibre du fil parfait inextensible 
dans un champ de forces stationnaires 


Soit un fil de longueur finie Z soumis à l’action des forces massi- 
ques et tensions à ses extrémités. | 
Dans Le texte qui suit, nous rapporterons partout ces forces massi- 
ques à une portion correspondante de la longueur du fil, de même 
que la masse de ce dernier, tout en con- 
servant les symboles habituels des for- 
ces F et de la densité u = dm/ds. 
Sur le fil en équilibre, isolons une 
portion As et supprimons le reste du AS 
fil. Pour conserver l'équilibre de La + 7 7” 
portion As, on doit appliquer en ses T AT 
points extrêmes À, B des forces déter- FA 
minées T, T, qui seront précisément 
les forces de tension aux points in- Fig. 25.1 
diqués. L'élément du fil As sera donc 
sollicité par les forces actives extérieures FAm, T et 7. 
Sur chaque point de cet élément du fil seront exercées en même 
temps des forces intérieures opposées T’, T” = —T" (fig. 25.1). 


D 


+) Beaucoup de mécaniciens illustres ont étudié la mécanique du fil: 
Galilée, Euler, Lagrange, HenriResal, Hendrik Lo- 
rentz et surtout Paul Emile Appell (1855-1930) (voir son ma- 
gistral Traité de Mécanique ratinnnelle). Un cours méthodique de mécanique du 
fil, avec des applications pratiques, a été développé par A. Mi n a k o v (1893- 
en tout au long de sa collaboration à l’Institut du textile de Moscou (1922- 
1954). 


$ 1] ÉQUILIBRE DU FIL DANS UN CHAMP DE FORCES STATIONNAIRES 457 


Remarquons que la distance s est comptée le long du fil, à la 
façon de l’abscisse curviligne, à partir d’un point déterminé situé 
soit sur le fil lui-même (en statique), soit sur l’axe fixe du fil (quand 
celui-ci se déplace suivant un contour). 

1.1. Equation d’équilibre d’un élément libre du fil sous forme 
vectorielle, Admettant que la force T, pour un élément As soit 
égale à T., — —T + AT, écrivons l'équation d'équilibre de l’élé- 
ment du fil: 

T+T, +F Am = 0, 


ou en vertu de ce qui précède 


AT _ _p Am 

As Âs ° 
Passant à la limite pour As +0, nous obtenons définitivement 

aT 
a = 7 

ou 

4 daT 

F. se +F=0. (25.1} 


Puisque la tension T est toujours dirigée suivant la tangente, c’est- 
à-dire suivant le vecteur unité 7, on peut écrire T = Tr. 

Choisissons un point de l’élément du fil comme origine des coor- 
données et construisons les vecteurs unités +, r et b (fig. 7.9). Nous: 
pouvons écrire 


ge de te der 


On apprend en cinématique du point (ch. VII, n° 3.3) qu’en position 
limite du plan passant par trois points infiniment proches, les ten- 
sions, de même que les vitesses de deux points, sont contenues dans: 
le plan osculateur et que 

# _1, 

ds  p 
où p est le rayon de courbure de l'élément du fil. Alors 


aT ar T 
din mi 


et l'équation vectorielle de l'équilibre d’un élément libre du fif 
(25.1) s’écrira sous la forme 
14 far T 


1.2. Equations d’équilibre du fil en projections sur les axes intrin- 
sèques. Projetons à présent l'équation (25.2) sur les axes intrinsèques: 
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aux vecteurs unités Tt, #2, b (fig. 7.9). Il vient évidemment 
4 T 
L ds 0: on on Fi =0, (29.3) 


OÙ F,, F,, F, sont les projections de la force massique F sur la tan- 
gente, la normale principale et la binormale. 
De la dernière équation (25.3) il ressort que le vecteur champ F 


exercé en chaque point du fil libre est contenu dans le plan oscula- 
teur. 


1.3. Equations d’équilibre du fil en projections sur les axes carté- 
siens. En partant de l’équation vectorielle (25.2), on peut obtenir 
d’une façon analogue trois autres équations scalaires en projetant Les 
vecteurs t et #/p qui y figurent sur trois axes cartésiens rectangulaires 
arbitrairement choisis. On montre sans peine que pour un point du 
fil de coordonnées x, y, z, les projections en question s'écriront res- 
pectivement 

dx dx dy d'y dz d?z 
as OÙ Gr ds Ù gi à À Ga? 


æt les équations d'équilibre prendront la forme 


1 / aT dx d°?x 
re sta) +e0, 


4 {/aT dy d°? | He 

er Ts) + F0: (29.4) 
4 [dT dz d?3 

(TT) +E-0 

oi en écriture condensée 
4 d dx 
n'a bte 0 
4 d dy ee 
rat a)ti=0, or 
4 d 


À ce système on doit ajouter la condition habituelle des cosinus dt- 
æecteurs de la tangente: 


dx \2 dy \2 dz \2 _ 
Ca) +) +) =1 
Le système (25.5) représente un système d'équations différentielles 


du sixième ordre en x, y, zet T. Sa solution générale s’écrira sous lu 
orme 


DDASS Cros 2h VS CCS 280), 
2 — 2% (S, Ci, Cas « -., Ce), PTS Ch Ces sen co) 
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Déterminant les constantes arbitraires c,, €,, . . ., €ç à partir des 
conditions aux limites, on peut résoudre le problème posé dans sa 
totalité : déterminer la figure d'équilibre du fil et calculer sa tension 
en un point quelconque. 


Exemple 25.1. Chaînette. Cherchons la figure d'équilibre du fil *)} 
dans le champ de la pesanteur (fig. 25.2). Dans ces conditions on a dans les 
deux premières équations (25.9) F, — 0, 

F,, = —g, et les équations d'équilibre y 
aù fil s’écriront 


d dx d dy \ 
+ (rTS)=0 FE (T T)=v 


où y = gu est le poids de l'unité de lon- 
gueur; on a vy— const, car le fil est 
homogène. La première équation nous 
donne 

T = Ts=const (T;=T | 
ce qui signifie que la projection de la 
tension T sur l’axe Ox est une constante. 
Portant T — T, ds/dz dans la deuxième équation d'équilibre, nous obtenons 


dy" ,_ dy _Ÿ 
eh (re. TU — const . 


Portons dans cette égalité la valeur ds — 1 + y'? dx (voir Piskounov, 
t. I, ch. XII, 8 3), séparons les variables et faisons l'intégration pour la con- 
dition aux limites y’ (0) = 0: 


+0) 


y” x 
| “UE k | a 
se se — # HD 
2 
. V1+y J 


L'intégrale du premier membre figure dans les tables; il vient 
In (+ V1+y?)=xx, 
y'+Vi+y er, 


Explicitons dans la dernière équation y’ — dy/dx. Il vient 


d'où 


os = (ekx — ex) ; 


dx 
Multiplions par dx et intégrons encore une fois pour y (0) = 1/k: 
y x 
( dy=+ | (ehX — e-h%) dr : 
17R 0 


il s'ensuit l'équation de la figure d’équilibre du fil 
1 Ÿ 
= — RX —k = —— 
Jr CRE) FT, }- 


#) Rappelons que le fil est parfait, inextensible rt homogène. 
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La courbe figurée par le fil s'appelle chaînette. La définition de k à partir des 
conditions aux limites a été décrite en fin de l’exemple 17.6. (voir page 335) 

Exemple 25.2, Calcul de la tension du fil sur ordinateur (conditions 
aux limites du second type). On connaît la distance 24 entre les points extrê. 
mes situés à la même hauteur et la flèche À du fil (fig. 25.8). Déterminer la 
tension du fil en ses points extrêmes. 


Fig. 25.3 


Solution. Conformément à la fin de l’exemple 25.1 |voir aussi l'exem- 
ple 17.6, relation (6)), on a 


{ À 
y (d)=—— ch kd=—+R. 
Introduisons des paramètres sans dimension 
P—kd, u=—  (0<p<co) (1) 


et mettons la dernière équation transcendante sous la forme 
ch 6 = 1 + uf. (2) 


L'équation transcendante (2) a été résolue sur ordinateur ES-1033 par 
itérations (ici, par la méthode des approximations successives), à l’aide d’un 
programme rédigé en Fortran OS. 
| Les tableaux ci-dessous donnent les valeurs de $ pour 0 
les valeurs de p. étant échelonnées de 0,01 en 0,01, et pour 1 & 
valeurs de LU étant échelonnées de 0,1 en 0,1. 

Conformément aux notations introduites (1) 


< p < 0,99, 
u < 9,9, les 


_B 
h=., (3) 
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Tableau 1 
Valeurs de B 


LR ss Ru 
| 
0 0,020 | 0,040 0,060 | 0,078 
0,199 | 02219 | 0239  0,258| 0.278) 02971 0.318 0,337 0,356 | 0,375 
0395 | 0,414 | 0433 | 0.452 0,471! 0,490 | 0,509, 0,509! 0°527 | 0,565 
0584 | 0,602 | 0,621 | 0,638 02656! 0,675! 0,692) 0,710 0,727 | 0.745 
0762 | 0.780 | 0798 | 0.814] 0.831 08491 0,865 | 0.881 0,898 | 0,914 
0,947 | 0,963 | 0,979| 0,995 | 1,011 | 1,027) 1,042 1,058 | 1,072 
1089 | 4103 | 1.448 1,134| 4148 | 4,463 1,178 | 1,192 | 1,207 | 1,220 
11235 | 1,249 | 1263 41.277| 1,290 E 1318) 1331114344 1,358 


0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 | 0,09 


0,100 | 0 120 | 0,139 | 0,160 . 0,179 


1,371 | 1,384 | 1,397 1,410] 1,423] 1,435] 1,448 1,461|11,473 1,486 
1,498 | 1,510 | 1,523 1,535] 1,546 | 1,558 1,570 1,58111,593 1,605 


SS0000000© 
CO O0 I Où CN CO NN mn © 
© 
Ta) 
ac) 

à 


… 


Tableau 2 
Valeurs de f 


1,616 | 1,726 1,830 1,926] 2,017) 2,102 | 2,182 | 2,260, 2,332 2,400 
2,466 | 2,529 2,589 | 2,646| 2,702| 2,754| 2,805 | 2,854 | 2,900 | 2,946 
2,990 | 3,034 3,074 | 3,144 3,152| 3,190! 3,227 3,262 3,297 | 3,330 
3,363 | 3,395 3,425 | 3,456 3,485 3,515| 3,542! 3,570 | 3,598 | 3,624 
3,676 3,700 | 3,725, 3,749 3,772| 3,795 3,817| 3,839 | 3,861 
3,883 | 3,904 3,926 | 3,945) 3,965: 3,986| 4,005, 4,024 4,043 | 4,060 
4,079 | 4,097 4,114 | 4,132 | 4,149 4,167| 4,183 | 4,199 4,245 | 4,231 
4,247 | 4,263 4,279 | 4,294| 4,309 4,333] 4,339 | 4,367 4,367 4,382 
4,396 sai bus 4,437| 4,451 4,464| 4,477| 4,49014,502 4,545 


| | | 


La demi-longueur ! du fil se définit par la formule (7) citée dans l’exemple 
17.6, et la tension aux points extrêmes du fil, par la formule (12) de l’exem- 
ple 17:7 dans laquelle x = kl et y est le poids de l’unité de longueur du fil, 

Remarque. Les conditions aux limites du premier type ont été envi- 
sagées dans l’exemple 17.7. 

Exemple 25.3. Fil parabolique. Considérons le câble AB d’un pont 
suspendu (fig. 25.4), ce dernier étant soumis à une charge verticale permanente. 
Chaque élément de longueur ds du fil sera sollicité par la force (poids) B dx, 
où B est la charge exercée sur l'unité de longueur. Les deux premières équations 
d'équilibre (25.5) s’écriront sous la forme 


ODOIOUNRU NE 
© 
© 
Or 
à 


(Tr E)=0 + DE 

ds ds ds ds} ‘ ds’ 

Comme dans l'exemple (25.1), la première équation nous donne 
dx ds 
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Portons cette expression de T dans la deuxième équation. Il vient 
d dy d?y B 
a(n)-8 où rx (es). 


Intégrant deux fois, on obtient 
y= 5 Ra? + x + cs, 


où c1, ce Sont des constantes d'intégration. 

La figure d'équilibre du câble d’un pont suspendu est done une parabole 
d'axe vertical. Les constantes c,, «, et x se définissent par les conditions aux 
limites, c’est-à-dire par les coordonnées À, B et Ia longueur du câble. 


Nous avons envisagé jusqu'à présent un fil libre; maintenant 
nous examinerons l'équilibre du fil sur une surface. | 


1.4. Equations d’équilibre du fil sur une surface polie en pro- 
jections sur les axes locaux. Supposons que l’arc AA, (fig. 25.5) 
représente une portion de fil en équilibre sur une surface polie. 


nn 


Fig. 25.5 


Traçons en son point origine À les axes At et Àn, qui sont respecti- 
vement la tangente au fil et la normale à la surface en À. Supposons 
ensuite que le segment AO de la normale à la surface définisse le 
rayon de courbure À de la trace de la section de la surface par le plan 
passant par la normale à la surface et la tangente au fil. Le rayon 
de courbure p de la courbe AA, elle-même sera représenté par le seg- 
ment AC de la normale principale n, à la courbe. L’angle entre AC 
et AO sera désigné par #. D’après le théorème de Meusnier démontré 
en géométrie différentielle, on a 
p = À cos Ÿ. 

On sait que pour un élément matériel gêné du corps (en l’occur- 
rence un élément du fil) en équilibre, l'équation d'équilibre est ana- 
logue à (25.2), à la seule différence qu'on doit y introduire la réaction 
N de direction An. | 
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Projetant les forces F et N sur les axes locaux At, An, Ap, nous 
obtenons à partir de (25.3) 


Le L'cos8+F,+N—0, 
L pp 
L'Léinp+r,=0. (25.6} 
TE p = 0. .6} 
1.5. Equations d'équilibre du fil sur une surface polie en projec- 
tions sur les axes cartésiens rectangulaires. Si la surface portant la: 
portion du fil a pour équation jf (x, y, z) — 0, alors, comme on l’a 
vu en théorie du mouvement du point matériel assujetti à rester sur’ 
une surface (ch. XVI, n° 1.4, formules (16.2), (16.3), (16.5)), les: 
projections de la réaction normale N de la surface, qu'on ajoute com- 
me précédemment au premier membre de (25.2), s’écrivent comme 
suit : 
ôf 
"62 * 


AO) _ 9 
Nik, Ny= CT N;=X 


On obtient donc les équations annoncées, par analogie à (25.5): 


4 d dx À Ôf _ 

v (Ta) tete 30 

4 à dy À Ôf _ 
(TE), ++ F= 0, (25.7) 
4 d dz À Ôf 
TRURIIOTER 0 


auxquelles viennent s’ajouter naturellement 
_ dx \2 dy \2 dz \2 


Par analogie à ce qui a été dit dans le n° 1.3, les quantités cherchées: 
x, y, 2, T, À se définissent comme des fonctions de s. On montre en. 
théorie des équations différentielles que le nombre de constantes: 
arbitraires dans le cas considéré se réduit à quatre (c1, Co, C3, Cu), 
grâce à la relation complémentaire entre les coordonnées apportée: 
par l’équation de la surface f (x, y, z) — 0. 


1.6. Equilibre du fil sur une surface cylindrique dépolie. Formule 
d’Euler. Soit un fil passé autour d’un cylindre dépoli au droit de: 
sa section normale et soumis à une force active extérieure Q appli- 
quée à l’une de ses extrémités À (fig. 25.6). Désignons le coefficient. 
de frottement de glissement par #, le rayon du cylindre (et de la 
section) par À, l'angle interceptant l’arc de contact par « et l'arc: 
AB lui-même par !. On demande de calculer la plus petite force Q, 
qu'on doit appliquer à l’autre extrémité du fil B (brin libre) pour 
‘assurer l'équilibre de la portion AB du fil. 
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Isolons sur le fil À B un arc élémentaire Al intercepté par un angle 
au centre Aœ, de façon à avoir A! — RAa. Puisque la tension à 
l’origine de A? (qui va par convention du brin tendu vers le brin 
libre) est équilibrée par la force de tension à son extrémité et par la 
force de frottement, 7, doit être plus grande que T. On écrira donc, 


conformément à ce qu'on a vu dans le n° 1.1, 
T,=T + AT, (AT >> 0). 


Désignant la réaction normale de A! par NAÏ, on obtient l’expres- 
sion du module de la force de frottement: ÆVAÏ. Or, la difiérence 
des tensions AT est équilibrée par les 
forces de frottement, si bien qu'on a 


AT — ANAIÏ,. 


On trouve finalement la quantité NAT à 
partir de l’équation d'équilibre de A! en 
projetant toutes les forces appliquées sur 
l'axe On. On a évidemment 


NAI= T sin + (T + AT) sin = 


2 


27 sin 4 AT sin 7. Fig. 25.6 
En passant à la limite pour A! — Ô, nous pouvons remplacer le si- 
nus du petit angle Aœ/2 par l'angle Acx/2 lui-même et négliger le 
deuxième terme qui sera un infiniment petit du second ordre; il 
vient 


NAI=2T = —TAa. 


Comme AT = ANA (voir ci-dessus), on a 


si bien qu'on obtient à la limite pour Aa — 0 


aT , ar 

ne = KT, OÙ 7 =<k da. 

Intégrant par rapport à la variable & et prenant la totalité de l’arc de 
contact AB quand l’angle « croît dans le sens indiqué plus haut (de 
4 vers B), on obtient 


Q œ 
aT 0 
LAPS | LR 
| T | da, ou in 2 kot 
Qo ( 
et en définitive 
= ha ou Q,— Qe-#c. (25.8) 


Co 
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C'est la formule d'Euler, qui fournit la solution du problè- 
me posé. 

Pour le cas d'équilibre, on peut l'écrire aussi en utilisant les 
tensions T, car les forces Q et Q, se présentent dans ces conditions 
comme les tensions T sur le brin tendu et T, sur le brin libre du fil. 
Ce faisant, on doit se rappeler toutefois qu’une telle confusion des 
forces actives extérieures et des tensions ne peut être tolérée qu’en 
cas d'équilibre, et encore sous la réserve que la tension représente 
soit une force extérieure P transportée le long du fil inextensible 


Fig. 25.7 Fig. 25.8 


en son point quelconque (fig. 25.7), soit la réaction T du fil, soit en- 
fin l’ensemble des forces intérieures T7”, T” qui se font équilibre en 
chaque point du fil. 
L'exemple suivant confirme qu’on. ne doit pas confondre les 
forces actives extérieures et les tensions lorsqu'il y a mouvement. 
Exemple 25.4. Deux points matériels de poids P, et P, (fig. 25.8) 
sont liés par un fil inextensible AB, placés sur un plan horizontal et mis en 
mouvement par une force horizontale Q@. 
Solution. Envisageant le mouvement du système dans son ensemble, 
nous obtenons en vertu de la deuxième loi de Newton 
P, + P. 
trs 2w—Q, 
& 
d'où nous déduisons la valeur de l'accélération 
e £ 
Pi+P: 


D'autre part, envisageant le mouvement d’un point isolé, par exemple du 
point PB, nous trouvons la force de tension 


0 = 


P 
, ur de 
d'où 
P 
PE à —— 
. 3 1 P,+P: Q 
Puisque 
ù P, | 
< 1, 
Pi+ Pa 


T est toujours plus petite que ©, et elle est d'autant plus petite que le poids 
P, est plus grand devant Île poids P,. 


30—01146 
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D'autre part, l'exemple que l’on vient de considérer et les raison- 
nements exposés dans l’introduction à ce chapitre montrent qu'on 
doit abandonner aussi bien l'hypothèse selon laquelle les forces 
extérieures sont égales à zéro et les forces de tension sont non nulles. 
Toute tentative d’assimiler ces dernières tant aux tensions exercées 
sur la portion terminale du fil qu'aux forces de réaction conduit à 
assujettir ces forces et leur existence même directement aux forces 


actives extérieures appliquées. 


$ 2. Eléments de dynamique du fil parfait. inextensible 


2.1. Equation vectorielle du mouvement du fil. Considérons le 
mouvement d'un élément du fil inextensible As soumis à l’action 
d’un champ de forces stationnaires F rapportées à l’unité de masse 
du fil, ainsi qu'aux tensions 7, T, appliquées à ses extrémités 


(fig. 25.9). On a comme précédemment T, — —T + AT. Si w* est 
/ l’accélération de l'élément As et 
7 Am — uAs sa masse, on à d'après 

/ la deuxième loi de Newton 

# w*Am = FAm + AT, 

/ . 

—— 2. Rue uw As = UF As + AT, 
LT c'est-à-dire ‘que 
AT 
Fig. 25.9 7. = h(w*—F) 


Passant à la limite pour As — 0, on obtient l’équation vectorielle 
du mouvement du fil: 


T 


2.2. Cas de mouvement stationnaire, Considérons un mouvement 
du fil qui se caractérise par les propriétés suivantes: 

4° la courbe figurée par le fil se déplace en translation dans l’es- 
pace sans changer de configuration; 

2° le fil lui-même effectue un mouvement dit de contournage, 
c'est-à-dire se déplace le long de cette courbe en épousant strictement 
son contour. 

Nous adopterons la terminologie proposée par À. Minakov qui 
désigne le mouvement de ce type sous le terme mouvement stationnai- 
re. Ecrivons l'équation (25.9) pour le cas envisagé sous la forme 


i 4T _ ôv (25.10) 
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et décomposons la vitesse v d’un point du fil en vitesse relative (de 
contournage) uw et vitesse d'entraînement v,, de sorte que 


U—u + 0.. 


Dérivant cette égalité par rapport au temps et décomposant ensuite 
les accélérations Ou/ôt et 0v,/0t suivant les directions des vecteurs 7, 
n, b dont l’origine est le point considéré, nous obtiendrons 


w— (5 +ut)r+ (+us) n + 1w6b, 


où w%, w£, w$ sont les projections du vecteur accélération d’entraîne- 
ment &, du point du fil sur les axes intrinsèques et p le rayon de 
courbure du fil. 

Reprenant l’équation (25.10) et désignant les projections de la 
force sur les axes indiqués respectivement par F., F,, F;, nous 
obtenons trois équations 


1 T u? 2. 
Er ns = + wi —F,, (25.11) 
O—wi—Fy. 


Reportons dans la deuxième équation le terme u?/p dans le premier 
membre : 
1 T—uu? 
(ss P 
Désignons T* — T -— uu*, remarquons qu’on a pour le fil inexten- 
sible du/ôs — 0 et admettons que u = const. Il vient alors 


= W—F,. 


oT+ _ or 
®s ds 
Les équations (25.11) deviennent alors 
1 OT* Ou ä 
no ot Pr 
4 T*+ 
ms nn DA — EF; (25.12) 
0 — ui — F,. 


Si le mouvement de contournage du fil est en outre uniforme, nous 
avons Oôu/0t = 0; introduisant les notations 


ur —F,= —#F, REF, = —#?, wi—Fi= —F}f, 
nous mettons les équations (25.12) sous la forme 
Te TR Du fà 25.13 
2e Dir, pp. H£n; Ur Dr b: ( : } 


30* 
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Ces équations sont identiques en apparence aux équations statiques 
de l’équilibre du fil (voir (25.3)). 

Ainsi donc, quand un fil parfait inextensible homogène animé 
d'un mouvement de contournage relatif uniforme se déplace en transla- 
tion dans son mouvement d'entrainement, on constate que la forme et la 
tension du fil vérifient les équations générales de l'équilibre d’un fil, 
et qu'aux forces appliquées viennent s'ajouter les forces d'inertie dans 
le mouvement d'entraînement (force d'entraînement de Coriolis, voir 
ch. XVI, n° 1.1), {a tension en chaque point du fil étant augmentée 
d'une quantité constante, égale à pu”, 
par rapport à sa valeur statique. 

Si de surcroit le mouvement 
d'entraînement est uniforme lui 
aussi, on a u% = u, = u$ — Ü, 
FF = Fi, F3 = Frs Fi. = Fo, ce 
qui veut dire que le fil parfait in- 
extensible homogène plongé dans 
le champ de forces donné conserve 
la même forme qu’en repos. 

Fig. 25.10 Si enfin, en l'absence de toute 

force F, le fil sans mouvement de 

contournage peut conserver une forme donnée, le fil qui se déplace 
le long de lui-même se caractérise, sous la condition restrictive con- 
sentie plus haut, par un effet de viscosité, dit effet d'Etkine- 
Radinger. Il s’agit d’une propriété selon laquelle un fil con- 
serve sa forme primitive s’il se déplace uniformément le long de 
lui-même avec une vitesse égale à la vitesse de propagation des on- 
des transversales suivant ce fil en l’absence de tout champ de forces. 


2,3. Mouvement et tension du fil qui glisse le long d’une courbe 
plane dépolie fixe. Généralisation de la formule d’Euler proposée 
par À. Minakov. Supposons qu’un fil parfait inextensible se déplaçant 
sur une surface dépolie avec un coefficient de frottement k épouse 
un arc sur cette surface (fig. 25.10). Considérant que le fil est inexten- 
sible (ôv/0s — 0) et que le mouvement d'entraînement est inexistant 
et compte tenu des directions de la force de frottement ÆN et de la 
force de réaction N, nous pouvons mettre les équations (25.11) sous 
la forme 


2 
PE =pEN Hu, LNH, (25.14) 


où v est le module du vecteur vitesse du fil, supposé constant en 
chaque point du fil ; w est l’accélération dans le mouvement de con- 
tournage, c’est-à-dire l'accélération tangentielle des points du fil. 
Explicitons N dans la seconde équation: 


_ Ti 25 45 
N — nn ( ) 
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Précisons maintenant la position du problème en admettant que 
le fil parfait inextensible glisse le long d’une courbe plane dépolie 
de forme quelconque. Portant l'expression de N dans la première 
équation (25.14) et mettant p = p (s) conformément aux conditions 
énoncées, nous obtenons 


oT 1 
ep [k (T — uv?) + uowl, 
ou 
ÔT k , t ku? 


C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre, qui après 
la substitution connue 


Te = 1.2 uv?, 
s'écrit sous la forme 

oT* : 

dp kKIT— LD. 


Multipliant ses deux membres par e-**, nous obtenons 

À (Tre-ho) = LR 

TS (TFe-#9) = pwpe-#9, 
et après intégration 

T = pu? + (pu À pe-*® do + C) ehv. (25.17) 

La constante C se définit par la condition T = T, pour @ = 0. 
Dans: le cas particulier où p = const — À, c’est-à-dire lorsque le 
fil épouse un arc de circonférence de rayon constant À, intercepté 


par l’angle , la valeur de 7, avec la constante C définie comme 
décrit, est égale à 


; R 
T= jpur + (To — po?) eh9 + (env — 1). (25.18) 
C'est la formule d'Euler généralisée. 
Passons en revue ses cas particuliers: 


1° Le mouvement de contournage du fil est uniforme, v — const — 
= Up, W = 0. On a alors d’après la formule (25.18) 


T = pui + (To — pui) ekv. (25.19) 


2° On considère l'instant initial du mouvement du fil où v — 0, 
w 0. Dans ces conditions 


T = Tiens HER (oh 4). (25.20) 
9° Aucune tension n'est appliquée au brin libre du fil, To = 0. 

Il vient alors 
Tape (we) (ek9 —1). (25.21) 
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A l'instant initial du mouvement d’un tel fil, on a en plus de ve 
qui vient d’être indiqué 
uv — 0, 


et il vient dans ce cas précis 
R 
T = (eh® — 1). (25.22) 


. Les formules (25.21) et (25.22) donnent lieu à une conclusion 
physique importante: même si le brin libre du fil est non fixé et 
n'éprouve aucune tension, son brin opposé est soumis à une tension 
distincte de zéro tant pendant le mouvement non uniforme du fil 
qu'à l'instant initial du mouvement. | 

I] serait intéressant enfin de connaître la réaction normale de la 
surface NV. Portant l'expression (25.18) de T dans la formule (25.15), 
on obtient 


Na ER eh + D (eh9— 1). (25.23) 


Dans le mouvement uniforme on a w —= 0 et 


N = SE eh®. 


I1 s'ensuit que le module de la réaction N pour q = 0, c’est-à-dire 

la valeur de la pression sur l'arc de courbe en son point origine, est 
_ Tom 

Un intérêt particulier est présenté par le cas de mouvement du fil 

avec une vitesse constante, 


v=y/ 2 
AT 


Il est évident qu'avec cette vitesse, la pression est nulle en tout 
point où le fil mobile est en contact avec la circonférence. 

Or, quand il s’agit d’une analyse plus précise, les calculs précé- 
dents s'avèrent trop grossiers, car la force de frottement de glisse- 
ment y est définie par la formule d'Amontons F,. = kN et non par 
la formule de Coulomb F,, — ÆN + À qui tient compte de la cohé- 
sion moléculaire. Une généralisation plus poussée des formules citées, 
dues à A. Minakov, a été proposée par V. Chtchedrov pour le cas où 
la force de frottement se définit par la formule à deux termes. 


ANNEXE 


Démonstration simplifiée des théorèmes généraux 
de la dynamique du système de points matériels 
en mouvement absolu 


Nous exposons dans la présente Annexe les démonstrations simplifiées 
des théorèmes généraux de la dynamique du système, sans jamais faire inter- 
venir (à la différence du ch. XIX) l'équation générale de la dynamique. Souli- 

nons que les énoncés des deux premiers théorèmes, déduits par la méthode simpli- 
iée, contiennent en général les réactions de Jliaison 
{toujours à la différence du ch. XIX). 

A) Théorèmes de la variation de la quantité de mouvement totale du 
système de points matériels et théorème du mouvement de son centre de masse. 
Soit un système de n points matériels (ch. XVII, n° 1.1) doués de masses m,, ma, .. 
«.., Mn. Supprimons les liaisons en rem- 
plaçant leurs actions par leurs réactions, 
conformément à l'’axiome exposé dans 
le chapitre XVII, n° 1.2. Désignons 
par FE — X£i + Y£j -L Z$k la résultan- 
te de. toutes Iles forces ex- 
térieures, tant actives (connues) 
que passives (réactions de liaison), appli- 
quées à un point m4. Désignons ensuite 


par FO) la résultante de toutes les for- 


ces intérieures exercées sur le même 
point (fig. A.1) (v= 1,2, ...,n). 


Théorème de la varia- 
tionde la quantitédemou- Fig. A.1 
vement totaledu système de ne 
points matériels(sous forme 
différentielle). La dérivée par rapport au temps de la quantité de mouve- 
ment totale du système de points matériels est égale à la résultante générale de 
toutes les forces extérieures (actives et passives) exercées sur le système. 


M, UV, 


Q| 


Démonstration: Le mouvement de chaque point du système 
est régi par la deuxième loi de Newton 


PURE FE (vd Don) (0) 


Ÿd 


Faisons la somme géométrique de ces égalités vectorielles : 


nr 


n ñ 
DE DEEE DE LE C2) 
v=—i V—1 


v=1 


472 ANNEXE 


Le premier membre de cette dernière égalité admet la transformation suivante: 
ñn 7t Q 
dv, d d 
Di me ge = À M =: 
V=1 v=1 


En effet, premièrement, la dérivée de la somme géométrique des vecteurs est 
égale à la somme géométrique des dérivées de ces vecteurs, les masses des points 


étant supposées constantes; deuxièmement, le vecteur D Myvy est le vecteur 


quantité de mouvement totale Q@ du système de points matériels (ch. XIX, 
n° 1.1). En regardant le second membre de (2), nous remarquons que la résul- 
tante générale des forces intérieures du système de points matériels reste égale 
à zéro à chaque instant en vertu de la troisième loi de Newton, 


ñ Q 
ÿ FG) —0, 
v—=1 
car les composantes des forces intérieures se manifestant entre deux points 
quelconques du système sont égales en module et de sens opposés. Désignons 
par Re la résultante générale des forces extérieures (y compris les réactions de 
liaison) appliquées aux points du système: 


12 
Re= TS F9. (4) 


V1 
Nous avons donc, en vertu de (2), à chaque instant du mouvement du système 


dQ 
= Re, (4) 


Le théorème est démontré. 


Théorème dela variation de la quantité de mou- 
vement totale du système de points matériels 
(sous forme intégrale). La variation de la projection de la quantité 
de mouvement totale du système sur un axe fixe ou inertiel pendant un intervalle 
de temps donné est égale à la projection de l'impulsion de la résultante générale 
des forces extérieures sur le même axe pendant le même intervalle de temps. 


Démonstration. Multiplions l'identité (4) par dt: 
dQ = Re dt, 
Faisons l'intégration à partir de l'instant initial & = 0 jusqu’à l'instant final t. 
Il vient 
t 
Q(— 00) = | Rear. (5) 
0 
Ici 


Q(t)— > myvry (£),  Q (0) — à myUy (0) , 
V—=1{ v=i 


et l'intégrale figurant dans le second membre de (5) est appelée impulsion 
(ch. XV, n° 1.1) de la résultante générale des forces extérieures appliquées 
au système. Projetant l’égalité vectorielle (5) sur les axes fixes (ou inertiels, 
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voir ch. XIII, n° 1.2) Ox, Oy, Oz, on obtient 


Qx(t)—Qx(0)= | R$ dé, 


Qy (4) —Qy (0) (6) 


ne 


N © 


Q2 (1) — Qz (0) — 


Î 
D Des © + 
7 
< ® 
Eu 
vu 


n n ñn 
Qx 92 myvx (4), Qxi0)= 2 mu (0), He X 
Vi V=1 V1 


Pour les projections sur les axes Oy, Oz on a des formules analogues. Le théorème 
est démontré. 


Théorème du mouvement du centre de masse du 
système. Le centre de masse du système de points matériels se déplace comme 
se déplacerait un point matériel en lequel serait concentrée toute la masse du système 
et qui serait exposé à une force égale à la résultante générale des forces extérieures 
(les réactions de liaison y comprises) appliquées au système. 


Démonstration. Conformément au lemme démontré dans le cha- 
pitre XIX, n° 1.1, la quantité de mouvement totale du système est égale au 
produit de sa masse par la vitesse de son centre de masse v,, 


Q = Movs (M = M + ma +... + mn). 
Portons cette expression dans la formule (4); il vient 
M PE = Re, ou Muwe—Re, (7) 
Projetons cette identité sur les axes fixes inertiels) Oz, Oz. Il vient 
ñn 
dre R° AN e m Ÿ Œ'YC __ 
Ms = Re 2 x MS Dr _e -> Zn (8) 


où TC YCr 2c SONt les coordonnées du centre de masse € du système par rap- 
port à Ozxyz. Le théorème est démontré. 

Les trois théorèmes qu'on vient de démontrer peuvent fournir des inté- 
grales premières, et sous certaines conditions spéciales, conduire aux lois de 
conservation de la quantité de mouvement totale ou de sa projection sur l’axe 
donné (voir ch. XIX, n° 1.4). 

B) Théorème du moment cinétique du système de points matériels. La 
dérivée par rapport au temps du moment cinétique du système par rapport à un 
centre fixe (axe jixe) est égale au moment résultant des forces Ériénere appliquées 
au système par rapport au méme centre fixe (axe fixe). 

Démonstration. Multiplions les identités a) vectoriellement 
à gauche par les rayons vecteurs r, (voir fig. A. 1) :. 


ro mire Fire FÊT (21,2, n). 9) 
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Par analogie à ce qu’on a vu dans le chapitre XV, n° 2.2, on a d'après la for- 
mule {3) en page 143 


d dr du 
x lv me] = | >, moy |+[ re my |. 


Or, le premier terme du second membre est nul, car c'est le produit vectoriel 
de deux vecteurs colinéaires dr,/dt — v, et m,v,. De ce fait, la formule (9) 
peut s’écrire sous la forme 


d : 
7 lrv my0y] =[rs, Filtre, F)] (v—1, 2,...,n). 


Faisons la somme géométrique de ces égalités vectorielles. IÏ vient 


_ > [y mavy] = D Crus Fi1+ > [ru FO], (10) 
V—=1 


v= v—i 


Expliquons la signification mécanique de chacune des expressions que nous 
venons d'écrire. L'expression sous le signe de la dérivée dans le premier membre 
est Ko, moment cinétique du système par 
rapport au centre © (voir ch. XIX, n° 2.4), 
égal à la somme géométrique des moments 
<inétiques des points du système par rap- 
port au même centre: 


En D | 
Ko “2 Mom (myuy) — 21 re, myv,]. 


La première somme dans le second membre 
de (10) est le moment résultant M$ des forces Fig. A.2 


extérieures exercées sur le système (les ré- 
actions y comprises) par rapport au centre O: 


ñn n | 
Mo= D) Momor®) = S [rw Fé]. 
=1 v=1 


La deuxième somme dans le second membre de (10) est le moment résultant 
M G) des forces intérieures du système de points matériels par rapport au centre O. 


Regardant les forces intérieures au sein d’un même système, on voit s’annuler 
non seulement leur résultante générale mais aussi le moment résultant par 
rapport à un centre fixe quelconque, et ceci à chaque instant. En effet, les 
composantes des forces intérieures manifestées entre deux points quelconques 
du système obéissent à la troisième loi de Newton, ce qui veut dire qu’elles sont 
égales Fe module et orientées suivant une même droite mais en sens opposés ; 
on à donc 


Fu + Fi = 0 et Mom Fu + Mom, Fay = 0 (v, HU — {, 2, 


ses 3 V ÆU) 
{voir fig. A.2). On a de cette façon non seulement 


u n 
ROZ D FO NS (Fu Fuv)=0 
vi v, == 1 


(VU) 
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mais aussi 
LÉ] 


ñn 
MP) = 9 MomoFË— 5 (MomoFt+ MomoFuy) —0. 


v=1 v, u=1 
{(v>H) 
L'identité (10) s'écrit sous forme définitive 
dK 
x =M0 (11) 


et traduit le même théorème énoncé sous forme vectorielle. Projetant (41) sur 
les axes fixes (ou inertiels) Ox, Oy, Oz et tenant compte des formules (5.6) et 
(19.17), on obtient 


dKOx _ e dKGy _ e dK Oz _ e 
gt MOe g —Moye, ge — On, (2) 


Ici par exemple K,, est le moment cinétique du système de points matériels 
par rapport à l'axe fixe Oz, 
n 
KOz=— > momoz (My), 
v=1 


et M, le moment résultant des forces extérieures appliquée: au système (y com- 
pris les réactions de liaison) par rapport au même axe, 


R 
(e) __ ’ e 
M) = 21 momo FX. 
V— 


Les formules (12) expriment le théorème du moment cinétique énoncé sous 
forme scalaire. Le théorème est démontré. 

Les deux théorèmes démontrés sous B) peuvent fournir des intégrales 
premières, et sous certaines conditions spéciales, conduire aux lois de conser- 
vation du moment cinétique du système par rapport à un centre fixe (axe fixe) 
(voir ch. XIX, n° 2.3). 


C) Théorème de la variation de l'énergie cinétique du système de points 
matériels (sous forme différentielle). La différentielle de l'énergie cinétique du 
système est égale à la somme des travaux élémentaires de toutes Les forces exercées 
sur ce système, tant extérieures (les forces de liaison y comprises) qu'intérieures, 
dans le déplacement réel du système. 


Démonstration. Multiplions scalairement les équations vecto- 
rielles (1) par les déplacements réels élémentaires des points du système dr, — 
— v, dt (voir fig. A.1): 


my (Ov doux) =(F$5, dry) +(FO), dry) (v=1, 2, ...,n). (13) 


Puisque le carré scalaire d’un vecteur est égal au carré de son module, (0,4, v,) = 
— D} — ?, on obtient en dérivant la dernière identité 


2 (y, dus) = 2vy dy (v—=1,2,...,n). 


Le premier membre de (13) se transforme donc en 


2 
My (Dys AU) = mivy os := d (=) Was a): 
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Faisant la somme des égalités (13), nous obtenons pour chaque instant de matve- 
ment du système 
ñn 


2 n n 
MmyUvv i ' 
a D = Y (ré, dr)+ D (FŸ, dry. (14) 


vV=! V—=! v=i 


La somme sous le signe de la différentielle est l'énergie cinétique du système 


n 
1 2 
ES > MAylV. 
V= 
Les expressions dans le second membre de (14) sont les sommes des travaux 


élémentaires des forces extérieures et des forces intérieures du système dans 
son déplacement réel. Le théorème est démontré. 


Théorème dela variation de l'énergie cinétique 
du système de points matériels (sous forme inté- 
grale). Za variation de l'énergie cinétique du système est égale à la somme 
des travaux de toutes les forces appliquées au système, tant extérieures (les réactions 
de liaison y comprises) qu'intérieures, dans le déplacement donné du système. 


Démonstration. Par intégration de l'égalité différentielle (14), 
nous obtenons 
T — Ty =: Ae + AU). (15) 


Ici les intégrales curvilignes 


T On T nn 
a= | DRtie ar) = | D (AS dry + YÉ dyy+ ZS dz), 
lo V=1 Lo V—=1 
EF nn T On 
482 | > (FO, dr,)— | D, (XP a7,+Y 0 ayy+ 20 du) 
To V=1 To V=i 


expriment respectivement Île travail des forces extérieures et le travail des 
forces intérieures dans le déplacement du système à partir de la configuration 
initiale T, jusqu'à la configuration finale F. Le théorème est démontré. 


Remarque sur le travail des forces intérieures. 
Dans un système invariable de points matériels (par exemple dans un solide), 
le travail des forces intérieures est nul pour tout déplacement réel du système 
(voir ch. XIX, n° 3.3). Pour un tel système les égalités (14) et (15) s’écriront 
sous la forme | 


LL 
dT = Ÿ (F4, dry) (143) 
V= 1 | 
T' nñn 
TT At= | D (XS day + YS dyvy+ Z$ du). (1 Eu) 
To v=i 


Remarque sur le travail des forces extérieures. 
Si les liaisons imposées au système sont stationnaires (c’est-à-dire ne dépendent 
pas explicitement du temps) et parfaites (voir ch. XVII, n°5 1.1 et 1.2), tous 
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ses déplacements réels figurent parmi les déplacements virtuels, si bien que 
la somme des travaux des réactions de liaison est nulle sur tout déplacement 
réel en vertu de l’axiome des liaisons parfaites. Dans ce cas le travail des forces 
extérieures se réduit au travail des forces extérieures actives exercées sur le 
système, 


T On 
ÀA° = A) = | > (X() day +7 dyy+ Z$°) dzy); 
To v=1 


où F9 = XL YEZ; +76 Rk est la résultante des forces extérieures actives 
appliquées à un v-ième point du système. | .. 

‘Le lecteur trouvera quelques exemples d'application des théorèmes géné- 
raux: de dynamique du système dans le chapitre XIX. 
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